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研究論文

保険会社のデフォルトを考慮した企業年金保険の価格付け

鈴木輝好

2004年6月 16日投稿

2005年3月1日受理

概要

生命保険会社が取り扱っている企業年金には額面保証や利率保証さらには特別配当，成果配当

といった仕組みがある.本論文は，これらの仕組みをどちらか一方が行使可能な永久アメリカ

ン・プットオプションと永久アメリカン・コールオプションの組み合わせとして定式化し企業年

金保険の価格を解析的に導出した.その際，保険会社にデフォルトの可能性がありデフォルト時

にはベイオフが減額されることを考慮に入れた.その結果，初期費用を十分に払う場合には成果

配当の実施は年金基金による契約の解約を抑制するものの，その効果は低格付けの生命保険会社

では現れにくいととが分かつた.また，初期費用が小さい場合，生命保険会社のデフ寸ルトリス

クの影響は受け取り利息の差に集約され，年金基金の解約戦略には影響が少ないととが分かった.

キーワード:デフォルトリスク，利率保証，解約オプションs 金融工学

1 はじめに

保険会社の負債を金融工学の手法により評価する研究が進められている.Boyle and Hardy (1997)は元本

保証型保険商品を保険統計的アブローチと金融工学的アブローチの 2つの方法を用いて分析し，運用コスト

に関して異なった結果を得た.Babbel and Merrill (1999)は保険負債のキャッシュフローと金利とがそれぞ

れ確定的な場合と確率的な場合の 4通りについて保険負債の価格評価を行い，保険負債のリスクマネージメ

ントについて包括的な議論を行った.また，特定の保険商品についても，金融工学的な立場からその価格付け

が行われている.価格モデルを用いて保険会社の資産運用戦略を明らかにしようとする研究が多い.Brennan 

and Schwartz (1976)は元本保証型保険商品をコールオプションとして表現し，そのヘッジ戦略について分析

した.また， Grosen and Jorgensen (2000)は年金保険商品における利率保証および解約権，成果配当を保険

会社資産を原資産とするオプションとして定式化した.その価格は保証利率と市場金利の差および成果配当の

仕組みに大きく依存するとの結果を得た.Bacinello (2000)はオーストラリアやカナダで見られる特定の年金

プランを 2資産に関する最大値オプシヨンとして定式化した.そして，その価格が名目金利や消費者物価指数

から受ける影響について分析した.刈屋 (1999)は，伝統的な死亡保険おける被保険者の死亡を金融工学的な

デフォルトとして捉え，生命保険料の無裁定価格者E導出した.確率変数として与えられる死亡時刻をハザード

関数を用いて表現し死亡事由をマルチファクター化することに成功している.また，湯前 (1996)は数値計算

を利用して企業年金保険の価格について分析した.さらに湯前 (2004)および Iwakiand Yumae (2004)は有

配当保険を扱う保険会社の投資戦略をマルチンゲールの表現定理を用いた最適投資戦略の枠組みを用いて定式
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化した.参照資産者E会社持分と契約者持分に分けて分析している点に特徴があり，また契約者の解約行動につ

いて様々な条件の下で解析を行っている.

本研究は，湯前 (1996)と同様に企業年金保険の価格付けを行う.企業年金保険は，相対的な取引相手であ

る年金基金との折衝により設計されているため，後に説明するように複雑で様々なオプション性を持つ.本研

究は，既存研究と同様にそのオプション性を金融工学的に評価する.ただし，既存研究と違い，保険会社にデ

フォルトの可能性があるととを考慮に入れる.すなわち，本研究は保険会社のリスクマネージメントよりも，

むしろ保険契約者(ととでは年金基金〕のリスクマネージメントに視点を置いている.我が国では.1990年代

中ごろを過ぎてから幾つかの生命保険会社が破綻に至ったことから，年金基金のリスクマネージメントの中で

もデフォルトリスクの菅理は特に重要である.保険会社のデフォルトを考慮した企業年金保険の分析について

は鈴木 (2004)があるが，企業年金保険の特徴のうち，運用成績に依存して支払われる成果配当が考慮されてい

なかった.また，運用・受託手数料を一括前払いする点において現実を反映していなし、.一般に企業年金保険

への加入の際は額面価格が払い込まれ，本来生じるはずのオプション料は手数料として事後的に調整される.

企業年金保険における解約行動は，参照資産の運用成績ばかりカ¥毎期に受け取る配当と毎期に支払う手数料

との兼ね合いで実施されるはずである.デフォルトリスク管理の結果が契約の更新あるいは解約であるから，

手数料を一括払いから後払いに拡張することの意義は大きい.

以上のような観点から企業年金保険の価格付けを行うことは，保険会社にとっても有用である.契約者であ

る年金基金の行動について予見を得るととが可能になるためである.例えば，保証利率を下げた場合に解約が

発生するかどうか，あるいは成果配当者E実施した場合に価格はどの程度上がるかである.とのような分析を行

うためには，価格式はより容易に分析が可能な解析解であることが望ましい.よって，本論文では，デフォル

トリスクを考慮した企業年金保険の価格を解析的に導出する.そして，そのために 3つの仮定を置いた.第ー

には，契約には満期が無いと仮定した.実際に多くの企業年金保険は無期限契約である.第二に，生命保険

会社の資産運用に閲して定常性を仮定した.生命保険会社は債券運用においてパイ・アンド・ホールド戦略あ

るいはテ、ュレーションを一定に保つような戦略を取ることが多いためである.第三には，オプション発行者

(生命保険会社)のデフォルトリスクに閲して外生モデルである Jarrowand司unbull(1995)を採用したホ

Merton (1976)による構造的デフォルトモデルを採用するよりもリスクマネージメントが容易になるという利

点がある.

と乙ろで，保険商品はその負債特性にあわせて一般勘定資産あるいは特別勘定資産のどちらかで運用されて

いる.例えば伝統的個人保険など安全志向を要する商品であれば一般勘定資産により，また変額年金保険など

ハイリスク商品であれば特別勘定資産により運用されている.一般勘定資産は，保険会社の資産の大部分を占

めていることが多く，また特別勘定資産が顧客ごとに分離して管理されているのとは対照的に一体的に管理・

運用されている.企業年金保険については，一般勘定で運用される商品もあれば特別勘定で運用される商品も

あり，年金基金はリスク許容度に応じてどちらかを選択するととになる.とのうち相対的に残高の多い傾向が

ある一般勘定資産で運用されている企業年金保険は，次のような特徴のいくつかを併せ持つととが多い.

(a)最低利率保証:運用成果にかかわらずある一定の利患を保険会社が保証する仕組み.

(b)特別配当:契約の消滅時に株式の含み益などを原資として支払われる利益還元を目的とした仕組み.も

ともと個人保険の仕組みだが企業年金にも同様の仕組みがある.

( c)解約控除付き額面保証:年金基金(委託者)により解約の申し出があった場合，事前に決められた額面

とその時点における委託者のファンド持分価格との差額の一定割合等を，委託者が違約金として支払う

宇1デフォルトリスクのあるオプションに関する代表的な研究には Johnsonand Stulz (1987)および Hulland White (1993)があ

る.ある企業が別の企業の資産価格を参照するオプションを発行した場合を考え，オプション発行企業にオプションペイオフを履

行するだけの資産が残っていないリスク(デフォルトリスク)を考慮した.デフォルトリスクについては Merton(1974)による

構造モデルを用いている.
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仕組み.いつでも解約できる.

(d)成果配当:決算時点においである程度の運用成果がある場合，その成果に応じて収益が委託者に配分さ

れる仕組み.

(e)額面価格による加入:加入価格が額面に固定され，加入後に契約が更新する限り毎期一定量の手数料

(プレミアム〉を支払う仕組み.

以下では，これらの仕組みを考慮した企業年金保険の価格付けを行う.その際，基金を拠出している事業会

社は十分に成熟しており，従業員の定年や退職は予見可能であると考える.すなわち，基金による保険契約の

戦略的な解約を除くと，資金の出入は確定的であり定常化しているとする.また一般勘定資産の保険債務は，

個人保険や個人年金をはじめとする多数の契約からなり死亡事故のリスクは十分に分散されていると考えると

とにする.との仮定は保険会社のデフォルトモデルとして外生モデルを採用したととと整合的である.すなわ

ち一般勘定資産の運用と保険会社の死差益(損).2とは独立であると考える.とれらの仮定の下で，本論文では

企業年金保険を満期を持たない金融オプシヨン商品として評価する.まず第2節においては鈴木 (2004)によ

り提案された (a)から (c)の仕組みを考慮するモデルを示す.とれにより本論文の基本的な枠組みを与える.

次に第3節において (a)から (d)を考慮したモデルとして本論文の主要な結果を示す.と乙では成果配当とデ

フォルトリスクの関係を明らかにする.さらに第4節では (a)から (e)の全ての仕組みを考慮したモデルを示

す.そして額面価格による加入と解約の実施との関係者E明らかにする.最後に第5節で結論者E述べる.

2 最低利率保証および特別配当と額面保証の価格付け

まず，一般勘定資産および市場に関する仮定を示す.本論文を通じて，証券市場は完備で裁定機会は相生し

ないと仮定する.すなわち，唯一つのリスク中立測度Qが存在するととを仮定する.ただし，無リスク金利 T

は一定であるとする.また，一般勘定資産は証券ではなく，実確率測度Pの下で

dX(t) 
一一一 =μpdt+σdB(t)， t> 0 
X(t) 

に従うと仮定するはととで，一般勘定資産X(t)と同等のリスクを持つ証券の収益率をμとし，収益率の不

足分を

と=μ-μp

と表すとと}こする.すると，X(t)を原資産とするオプションは，ごを配当と同じように扱うととにより，リス

ク中立測度Qの下で評価できることが知られているベ本論文では， c=Oの場合，すなわち一般勘定資産を
証券として考える場合も含めて

μp~ μ 

と仮定する.結局，{B(t); 0 ~ t}を確率空間 (0，;:，Q)上の標準1次元ブラウン運動とし，また{九;0三t}

は{B(s);s ~ t}により生成された加算加法族とすると，一般勘定資産X(t)はリスク中立測度Qの下で確率

.2保険会社の損益には3つの種類がある.第ーは資産運用に関する利差益(損)，第二は死亡事故の見積もりと実際との差から生じる
死差益(損).第三が費用の見積もりと実際との差から生じる質差益(損)である.本論文では，これらの損益を原因とする保険会

社のデフォルト事象を外生化した.ζのため，とくに一般勘定資産に資金を預ける保険商品は単なる金融商品となる.

時一般勘定資産のうち何割かは満期のある債券で運用されている.ただし生命保険会社の債券運用では，十分な時間が経過するとラ

ダー型ポートフォリオが構成されるパイアンドホールド戦略，あるいはデュレーションを一定に保つような戦略が取られることが

多い.どちらの場合もボラティリティは一定であると考えることができる.

*4 McDonald and Siegel (1984)により示された結果である.オプシヨンの複製は確率微分方程式dX'(t)jX(t)=μdt +σdB(t)， 
に従う証券X'により行う.こ乙で証券市場の完備性から，証券X'(t)は別の証券から複製可能である.よって証券X'(t)が現実
に存在するかどうかは大きな問題とならない.また，この方法では，一般的なリスク中立化法における諸パラメータに加えて，収

益率格差との値が必要となる.実際』ことを設定するためにはμpを観測し，さらに何らかの均衡モデル(例えばCAPM)を用いて

μを推定する必要がある.後にデフォルトリスクの影響を分析する数値例では，議論の焦点を絞るためと=0とした.
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過程
dX(t) 
一一一=(rーと)dt+σdB(t)， t> 0 
X(t) 

、，，
J

噌

i，，t
‘、

に従う.ただし X(O)= xである.さらに，生命保険会社のデフォルト時刻を確率変数 7で表し， 7はB(t)

とは独立で平均 1/hの指数分布に従うと仮定する.とれは Jarrowand引unbull(1995)の特別な場合に相当

し，標準的な条件の下で企業年金保険はリスク中立測度Qの下で評価するととが可能である.ただし，企業年

金保険のデフォルト時点における損失率をムとする.

次に，最低利率保証および特別配当と解約控除付き額面保証の仕組みを持つ企業年金保険のベイオフをモデ

ル化する.企業年金保険には満期が無くまたいつでも解約できるとする.ただし，解約の際には解約控除金あ

るいは特別配当が生じるとする.すなわち，X(t) ~ Fにおける解約では，基金は解約控除率を α，額面をF

とした場合，解約控除金 α(F-X(t))を支払い額面Fの保証を受けるものとする.とのとき解約時点におけ

る基金のベイオフは

(1一α)F+αX(t)，X三F

である.また X(t)> Fにおける解約では，基金は配当率1i:sとして特別配当を受け取ることができるとす
る.とのとき解約時点における基金のペイオフは

(1-β)F+βX(t)， X > F 

である.結局，基金の自発的な解約に関するペイオフは

lα. 

γ= 1 s; 
X<F 
X>F 

(2) 

とおいて

γ(X(t) -F) +F  (3) 

になる.ただしベイオフ関数の凸性*5を保証するために

α<β (4) 

を仮定する.さいどに，最低保証利率をCとし基金は保険会社がデフォルトするかまたは契約を解除するまで

の間，連続的にとれを受け取るとする.とのとき利子Cは一般勘定資産から控除する乙となく会社資本から賄

うとする.会社はその代わりに特別配当実施後に存在する一般勘定資産を資本化する権利を持つ.とのような

モデル化は企業年金保険のデフォルトモデルを外生化したととと整合的である.

これらの他に保険会社のデフォルト時のペイオフがある.保険会社のデフォルト時にはその時点において，

通常の解約ペイオフ伊)が損失率ムだけ減額されて分配されると考えるのが一般的である.したがって，デ

フォルト時のペイオフを

(1-s){γ(X(t) -F) + F} (5) 

と仮定するホ6

ととで，限界保証利率

C* = (1-γ)F(r + hs) +γsF(r + h) (6) 

キ5オプションペイオフは権利保有者にとってzの凸関数である.ζの性質の一般性を調べたものに Kijima(2002)がある.
キ日 ζの他のデフォルトペイオフモデルとして，一般勘定資産X(t)が減額されて分配される (1-d.)X(t)や額面Fが減額されて分

配される (1-d.)Fが考えられる.しかし.ζれらのモデルでは，保険会社がデフォルトすると通常の解約時よりも多くの分配金

が生じる可能性があり.保険会社のデフォルトの影響を議論する上では適さない.よってペイオフモデル (5)を仮定した.
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を定義しておく.もしX(t)> Fならば，第l項は一般勘定資産のうち特別配当の対象とならない資産から得
られる利息に相当する.また第2項は，デフォルトにより基金が損失する特別配当の持分を保険会社に預けて

いると仮定した場合の利息に相当する.そして保証利率について次の仮定

C<C* (7) 

をおく.

さて，とのような企業年金保険における最適な解約行動について考えよう.まずX(t)三Fでは，基金は額
面保証のオプションを持っている.いま，とのオプションの行使時刻を TLとする.企業年金保険の価格があ

る程度下がったら，解約控除金を支払い額面保証の利益を受ける.次に特別配当について考える.仮に保険会

社にデフォルトが無いとすれば，特別配当による利得(sX(t)+ (1-β)F)は実現させずにそのまま預けてお
けば良い.しかし，正のデフォルトロスを考慮に入れると，ある程度一般勘定資産の価格が上昇した時には契

約を解約した方が良い.デフォルトによる損失を被る前に特別配当の利益を確定させるのである.己のオプ

ションの行使時刻を TUとするホ7 以上から，デフォルトリスクのある企業年金保険のベイオフは，どちらか

一方が行使可能でともに早期可能性のあるアメリカン・プットとアメリカン・コールの組み合わせとしてモデ

ル化できるととが分かった.したがって，企業年金保険の時刻Oにおける価格は自由境界問題の解

W(x) =見山EI 1{TL<TU，TL<T} ~ (1ー α)F+αX(TL)~e-rTL 
TL，T1J 、 J

+1似句山…，T川T吋U<吋〈守吋T斗北}

+1{ヤTくTL，T日，T<旬叫}(ο1一ム){(1-伊+伏(け}e-rT

rTL八πr̂T
+ I Ce-ruduIX(O) = xl (8) 

として表すととができる.

ととで，企業年金保険はいつでも解約でき特定の満期を持たず無期限であるとと，また一般勘定資産カ可確率

測度Qの下で定常な確率過程 (1)に従うとと，さらにはデフォルト時刻Tが無記憶性を特徴とする指数分布

に従うととから*8 最適停止時刻を与える TU，TLは一定の闇値U，L1t用いて

TU = inf{t: X(t) = UIX(O) = x} 
九=inf{t: X(t) = LIX(O) = x} 

(9) 

(10) 

のように表現できるザしたがって式(8)は

wh)=T741hくTU，TL<T}{(1一山中旬

+1{TUく山U<T}{(1-s)F + sU }e-r句

+1{T<TL，Tく旬}(1一s){(1一伊+伏ヤ)}e-rT 
rTÛTL八T
+ I Ce-rud叶X(O)=叶 、‘，，，，

4Eム
4
Eム，，z
‘、

に書き換えるととができる.以下では最適解約戦略を与える直線x=Uおよびx=Lを最適行使境界と呼ぶ

(図1参照). 

+7 Johnson and Stulz (1987)はオプシヨン発行者にデフォルトリスクがある場合にはアメリカンコールオプシヨンでも早期行使さ

れる可能性があることを示した.

時指数分布の無記憶性(memorylessproperty)と社債価格の関係については Kijima(2003)を見よ.

+9このような最適戦略はMerton(1973)における永久アメリカンオプションの保有者およびLeland(1994)における永久債の発行者

と同様である.

7-
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図1 最適行使境界U，Lとデフォルト

結局，式 (11)を解いて企業年金保険の価格者E得る.まずはその上で必要な補題を示す.

補題 1確率変数X(t)は式 (1)に従うとし，停止時刻 TU，TLはそれぞれ式 (9)，式 (10)により与えられるとす

る.とのとき次のラプラス変換

ん的州(伊例Z司)= E [ド1{旬…〈守句T九叫刊L叶ポ}戸戸e
I __ ._， xλんlUλA2一zλA2Uλ~1 h的州(付ωZ吋)= E [1{九く旬}e-(r+hhI X(O) = x， L < x <町=ー

が得られる.ただしん，んは式

;N+(T-E-jd)入ー (r+ト 0，入1<仙 >0 (12) 

を満たす.

証明:付録参照

関数ft(x)に関して式

E [1{TL<山 LくT}e-rTL]=E  [1{TLくTU}け抽)TL]= ft(x) 

が成立する*10 したがって関数 ft(x)は「一般勘定資産 X(t)が闘値Uに到達するよりも先に闇値Lに到達

する最初の時刻に生命保険会社が生存している場合に限って額 1を支払うJArrow-Debreau証券の現在価値

を表す.関数ん(x)も同様である.補題 1を用いると，利率保証および特別配当，解約控除付き額面保証を考
慮した企業保険年金の価格を次のように表すととができる.

命題 1一般勘定資産の価格X(t)は式 (1)に従いX(O)= xとする.また生命保険会社のデフォルト時刻 7は

平均 1jhの指数分布に従うと仮定する.とのとき保証利率を C.解約控除率を α，特別配当の配当率そβ，額

面をFとし，また解約時のベイオフを式 (3).さらにはデフォルト時のペイオフを式 (5)とする企業年金保険

の価格は

W(x) = H(x) +点(x)(同 -H(L)) +ん(x)(肌 -H(U)) (13) 

+10付録の式 (30)を参照せよ.
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により与えられる.ただし

hF C (α x<F. 
時 )=γ(1ーム)叫 (1一仰-b.)万五十日， γ=1βz苅 (14) 

同=(1ー α)F+αL，Wu = (1-β)F+似 L< x < U (15) 

とし，L，Uは

{ ~入 LA2- 1 U 一入 U'1- 1 U^2)山一入 )L 仇
(ÛlL̂2 -Û2L̂1) 

(入2一入1)Û1+入2-1]

α-β(1-b.) 

的+(入1L̂2Uλ1-1-A2Lλ1Uλ2-1)仇
(UAILλ2 -Û2L̂1) 

(16) 

βム

を満たす.

証明:付録参照

乙とで，式 (15)はベイオフ値Wi，Wムに関する valuematching conditionであり，また式 (16)は， smooth 

pasting condition 
θWI θWI 
τ一 α 一一 =s (17) 
ULlz=L'θx I"，=u 

である.実際に闇値L，U 7a'得るときは，式 (15)を用いて式 (16)から Wi，Wuを消去した後に得られる Lと

Uに閲する非線形2元連立方程式を解けば良い.例えばニュートン法等の標準的な数値計算方法により容易に

計算できる.

さて，関数ん(x)，!i(x)はそれぞれU，L7a'闇値とする Arrow-Debreau証券の価格である.しfpがって価格
式(13)の第 1項H(x)は企業年金の本質的な持分を表し，また第2項は解約控除付き額面保証の権利行使価

値Wiとその時点における本質的持分H(L)の消失，さらに第3項は特別配当を受け取る権利の行使価値 Wム

とその時点における本質的持分H(U)の消失を表しているととが分かる.乙とで式 (14)を見ると，本質的持

分H(x)は3つの項から構成されている.第1項は，xとFであれば特別配当の利益，x<Fであれば解約控

除金を差し引いた額面保証の利益を意味する.また，第 2項はデフォルトベイオフの価値，さらに，第3項は

デフォルトリスクのある永久利率保証の価値である.図 2には，適当なパラメータ設定の下で企業年金保険の

価格を初期資産 Z に関して描いた • x=L，Uにおいて smoothpasting condition(17)が満たされる.

3 成果国当の価格付け

本節では， 2節において示した基本モデルを拡張し，成果配当の仕組みを考慮した企業年金保険の価格モデ

ルを提示する.その後，成果配当の実施と保険会社のデフォルトリスクとの関係について議論する.

3.1 モデル

まず，成果配当のベイオフをモデル化する.契約者は，一般勘定資産X(t)が額面Fを上回っているときは，

連続的に配当βdX(t)を受け取るとする.β は特別配当の配当率である.このとき，一般勘定資産は dX(t)だ

け権利落ちする.とのように考えると一般勘定資産X(t)はリスク中立測度Qの下で

dX(t) 
一一=(rーと-d1{X(わ F})必+σdB(t)，t> 0 
X(t) 

に従う.また契約者が受け取る配当の現在価値は，契約の終了時刻をTとして

I .T 

E 11 sdX(u)巴-ru1{x(わ F}dUI

ーヲー

(18) 

(19) 
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a' 
a' 
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，，
 

工.2

1.4 1.6 
x 

1.8 
， ， ， 

点線は直線{白x+ (1-a)F}および {βx+ (1ー β)F}を表す.最適行使境界は U= 1.58267，L = 0.765511.使用したパラ
メータは次の通り.白=0.2，β=  0.5， h = 0.001， F = 1.0， T = O.Ol，.d. = 0.8， C = 0.005，σ= O.l，e = O. 

図2 企業年金の価格

と表すことができる.

次に最適な解約行動について考えてみると，成果配当の現在価値 (19)には前節で考えた最低利率保証およ

び特別配当と額面保証の仕組みと同様に定常性があるととから，成果配当を考慮しても最適解約戦略は式 (9)，

式(10)により定義される解約時刻 Tu，TLを用いて記述できるととが分かる.したがって，成果配当の終了時

刻はデフォルト時刻Tおよび解約時刻を用いて

T= TU ̂ TL八T

とでき，成果配当者E考慮した企業年金保険の価格は式 (11)を拡張して

問(Z)=T7410L〈句日}{(1ーα一}e一円L
+l{TUくーくT}{(1一β)F+ sU }e-r九

+l{TくTL，Tく句}(1ーs){(1ーγ)F+依ヤ)}e-rT 
rTu八TL̂T
+ I Ce-rudu 

rTu八TL̂T
+ I βoX(匂)己-ru1{x(の>F}duIX(O)= x I (20) 

と表すととができる.

結局，式 (20)を解くととにより，成果配当者E考慮した企業年金保険の価格を得る.まずはその上で必要な 2

つの補題を示す.最初の補題 2は資産過程X(t)が配当を伴うととによる補題 1の修正である.

補題 2確率変数X(t)は式 (18)に従うとし，停止時刻TU，TLはそれぞれ式 (9)，式 (10)により与えられると

-10-ー
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する.とのとき次のラプラス変換が得られる.

ただし

山)= E [l{Tuく市戸判市IL<x<珂

([剥的叫山………(何M山川…ημ山川山L.F明川Fめ町)xχ山……(υ仰川川入μ川川x.F川F町)
ゆ剥(付η，L，F)χ(入，U，F)ーや(入，U，F)χ(η，L，F)'

(入2一入1)ゆ(η，x，L)F一('l1+市)

ゆ(η，L，F)χ(入，U，F)ーゆ(入，U，F)χ(η，L，F)'

仰)= E [l{TLくTU戸川h)TLI L < x <司

~{…炉)ゆ(η，L，F)χ(入，U，F) -</J(入，U，F)χ(η，L，F)'

O(η，x，F)χ(入，U，F)ーゆ(入，U，F)χ(η，x，F)
ゆ(η，L，F)χ(入，U，F)ーゆ(入，U，F)χ(η，L，F)'

x>F 

x<F. 

x>F 

x<F. 

ゆ(B，p，q) = P'irq'l2 _ p()2q()1， χ(B，p， q) = B2P()lq()2 -B1P()2q()1， B = (B1， (2) (21) 

とし，入1，入2は式

;N+ト f-5-jJ)入一 (r+h)=0 (22) 

を満たす.またη1，172は式

;σ柏 (r-cード)η一(r+h) =。 (23) 

を満たす.

証明:付録参照

関数gu(x)は一般勘定資産X(t)が成果配当を伴う場合に，闘値Lに到達するよりも先に闘値Uに到達す

る最初の時刻に生命保険会社が生存している場合に限って額1il!:支払う Arrow-Debreau証券の現在価値を表

す.関数gi(X)も同様である.また配当がゼロの場合を考えると η1=入1，172=おとなることから式

ゆ(入，U，X) "f_¥  1:__ _ f_¥ </J(入，L，x)!iII! gu(X) =一一一一 =!u(X)， !iII!gi(X) =一一一一一一 =!e(X) 
→o ゆ(入，U，L)U 6→o"<¥-' - </J(入，U，L)

が成立する.したがって補題 2は補題 1を含む.

次の補題は成果配当の現在価値を計算する上で必要となる.

補題 3確率変数X(t)は式 (18)に従うとし，停止時刻可，TLはそれぞれ式 (9)，式 (10)により与えられると

する.とのとき次の式が成立する.

r r7"U八TL "1  
g(x) = E 11 c5X(u)e一(r品川l{X(わ F}dulL< x < UI 

=|[…){ゆ(η L，F)ー χ(η L，F)} 1 一-Z-Uh(z)+|
c5 + h L ゆ(η，L，F)χ(入，U，F)ーや(入，U，F)χ(η，L，F)J'

c5 r Fゆ(η，x，L){ゆ(入，U，F)-x(入，U，F)} TT_ ，_，1 
-Ugu(x) 1， x壬F

c5 + h ゆ(η，L，F)χ(入，U，F)ーゆ(入，U，F)χ(η，L，F) -"U¥-/J 

ただし，ゆ(B，p，q)，χ(B，p， q)は式 (21)により定義され，入1，>'2は式 (22)を満たす.またη1，'T/2は式 (23);を満

たす.

11 



証明:付録参照

関数g(x)に閲して次の式

r rTÛn八T
E 11 8X(u)e~ru1{X(t)>F}duIL < x< U 1 

r rTûn 
=EII 8X(u)巴 (r品川l{X(ゆ F}dUIL< x <ul = g(x) 

が成立する*11 よって関数g(x)は「解約するもしくは生命保険会社がデフォルトするまでの聞に一般勘定資

産から生じる全成果配当」の現在価値を表す.

次の命題は上の補題 2および補題 3ilr用いて式 (20)を解いた本論文の主要な結果であり，成果配当および

利率保証さらには特別配当，解約控除を考慮した企業年金保険の価格を与える.

命題 2一般勘定資産の価格X(t)は式 (18)に従いX(O)= xとする.また生命保険会社のデフォルト時刻 7

は平均 l/hの指数分布に従うと仮定する.とのとき保証利率をC，解約控除率を α，特別配当の配当率を β，

額面をFとし，さらに X(t)が額面を上回っている場合にはβ8X(t)の成果配当が連続的に支払われるとする.

このとき，解約時のペイオフを式 (3)，デフォルト時のペイオフを式 (5)とする企業年金保険の価格は

同(吋 =H(x) + ge(x) (We -H(L)) + gu(x) (民 -H(U)}+g(x)(β一(1-b.)γ) (24) 

により与えられる.ただしH(x)は式 (14)により，We，Wuは式(15)により定義される.またL，Uはsmooth

pasting condition 

( Hr叩，(切(伊仲U
H'句叩(但L)+g品i(ωL勾)(l1向4η令一H(仏仰L勾))+ 9ι似L以(但仰L勾)(眠肌l - H(U)) +ダ(L)(s-(1 ー ム)γ)

を満たす.

証明:付録参照

β， 
α 
(25) 

式 (25)は，式 (15)により定義される We，Wuを代入すると，L，Uに閲する非線形 2元連立方程式に

なる.企業年金保険の価格は，数値的に解いた U，Lを式 (24)に代入することで得られる.ととで，関数

gi(x)， g~(x) ， g' (x)については補題4(付録)に示した.

さて，価格式W!(x)を式 (13)と比較すると，第4項が新たに加わっていることが分かる.との項は，成果

配当を行ったととから生じるデフォルト時のペイオフ減少分{一(1-b.)γg(x)}と成果配当の現在価値βg(x)

から構成される.

図3に成果配当を実施しない場合 (8= Obp)と成果配当者E実施した場合 (8= 200bp)の2通りの価格曲線

を描いた.成果回当を実施する乙と伝より価格は上昇する.また，成果配当の実施は上側の最適行使境界Lilr

上昇させ，下側の最適行使境界Uを下降させる.すなわち成果配当の実施は解約を抑制する.との結果は成果

配当の実施には生命保険会社がデフォルトする前に一般勘定資産を配分する効果があり，成果配当の実施は価

格に対してデフォルトリスク軽減と同じ効果があると考えるととと整合的である.次節では，この結果を格付

け別に調べる.

3.2 成果配当の実施とデフォルトリスク

命題 2から成果配当の実施は企業年金保険の価格者E上昇させるととが分かったとれを表 1に示した格付け

別デフォルト率を参考にして見てみよう.まず，無配当から 200bpの成果配当を実施した場合の価格変化をh

キ11付録の式 (43)を参照せよ.

12 
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図3 成果配当そ考慮した企業年金保険の価格W1(x)

price 

1.4 

1.3 

1.2 

1.4 1.6 1.8 
x 

点線(直線)は{α:z;+(1-a)F}および{β:z;+(1ー β)F}を表す.使用したパラメータは図2と同じ.最適行使境界はo= 0 bpのと
きU= 1.59043， L = 0.765493，またo= 200 bpのときは U= 2.24568， L = 0.711645 

に対して図に描いた.成果配当の影響はデフォルト率hが小さく格付けの高い生命保険会社ほど有効であると

とが分かる.これは，配当の実施とデフォルト率減少の価格に及ぼす効果が単位辺りで同程度であるととが原

因と考えられる*12 実際，図 4を見て分かる通り，価格のhに対する感応度は hが小さいほど指数的に上昇

する.結局，成果配当の実施には hの減少と同レベルの影響があり，高格付けの生命保険会社で効果が高い.

さらに，図 5に示したように，最適行使境界に対する効果も高格付けの生命保険会社で効果が高い.逆に低格

付けの生命保険会社では，解約抑制老狙った成果配当の実施は効果を上げにくい.成果配当そ実施しても，最

適行使境界があまり変化しないためである.

BBB 

0.0112 

表I 格付け別デフォルト率h

(注)残存 15年の国債YTM(Yield to Maturity) を r， また社債 YTM~R として，式 R = r + hf>.からデフォルト率h
を推定した.ここで国債YTMは日本証券業協会がWebサイトで公表している公社債底頭売買参考統計値 (2004年9月末)
から，また社債YTMは同じく日本証券業協会発表の格付マトリクス表(格付けはStandardand Poor's社〉な使用.また.
損失率は，無担保社債の過去 10年の統計値としてf>.= 0.632 ~仮定した cr回収率データベースと銀行における経営的価値J
Sもandardand Poor's， 2003，参照).表以外の格付けについては十分なデータが存在しなかったため除外している.

4 額面価格による加入とデフォル卜リスク

企業年金保険に加入する際には額面価格が支払われるのが一般的である.本節では，企業年金保険の価格が

額面価格と事前に決められた初期手数料の和になるような保証利率を求めるととにより，企業年金保険が額面

価格で契約される場合のデフォルトリスクの影響について分析する.

いま，式 (24)で与えられる企業年金保険の価格W1(x)を，一般勘定資産 Z と保証利率 Cの関数として

キ12Oの上昇は資産過程のドリフトを下げる効果があり価格に対して指数関数的に作用する.hの減少は割引率の指数として価格に作

用する.

-13-



図4 企業年金保険の価格W1に対する成果配当の影響
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図5 上側最適行使境界Uと下側最適行使Lに対する成果配当の影響
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図4.図5ともに使用したパラメータはd..= 0.632を除き図 2と共通.
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W1(x， c)と書くとと』こする.すると前もって定められた初期費用をpoとして，次の式

F+po = W1(X，C) (26) 

が成立する.乙の式 (26)をx=Fとして Cについて解いた答えを♂とし，オプシヨン料調整後保証利率と

呼ぶととにする.♂は本来の保証利率から，初期費用だけでは不足したオプション料を差し引いた値として決

定される叫3 以下では，h1i:変化させた場合の♂と最適行使境界U，Lへの影響を調べる.

まずは，初期費用po1i: 50bpとした場合と 100bpとした場合について企業年金保険の価格W1(x，cつを描
いたのが図 6である.また，とのときの♂をデフォルト率hに対して描いたのが図 7である.まず，図 6

を見ると，初期費用poが多いほど最適行使境界が上下に広くなるととが分かる.すなわち，初期費用が大き

いほど解約を抑制するととができる.また，y切片は初期払い込み額 (F+ po)を表すので，po = 0の場合は
U=L=Fとなり契約締結とともに解約が発生し契約が成立しないととが分かる.次に図 71i:見ると:;tプ

ション料調整後保証利率はデフォルト率に比例するととが分かる.また，十分な初期費用を支払わない場合，

事後的なオプション料が大きくなりオプション料調整後保証利率は負になりえる.また，表 2からは， BBB 

格以下の保険会社が企業年金保険を取り扱うためには，大きなクレジットコストが必要となるととが分かる.

次に初期費用を変化させて最適行使境界U，Lを描いたのが図 8である.前節ではデフォルト率に対して指

数的に変化していた上下どちらの最適行使境界もデフォルト率に対して直線的に変化し水平に近い.すなわ

ち，解約戦略は格付けの影響を受けにくく，図 7から得られた結果と合わせて考えると，企業年金保険に対す

るデフォルトリスクの影響はオプション料調整後保証利率に集約されることが分かる.結局，基金の側から見

ると，委託先のデフォルトリスクが上昇した場合には，解約戦略そ変更するのでは無く，オプシヨン料調整後

保証利率の上乗せを要求する動機を持つ.ただし，図 8における上側の最適行使境界では，d = 400bpのとき

に幾分か指数'性が残っている点に注意が必要である.すなわち十分な初期費用を支払う場合にはとくに上側最

適境界が格付けから受ける影響は前節と同様に指数関数的となる.との場合には，デフォルトリスクの上昇に

対しては契約の早期解約が最適となる場合が多い.また，初期費用が大きい場合には，デフォルト率が上昇す

ると下側の境界がかえって下がるととが観察される.とれは，デフォルトロスを避けるよりも大きな保証利率

を受け続けるととの方が優先されたためだと考えられる.

図6 企業年金保険の価格W1(x，♂)

Price 

1. 08 

1. 06 

1. 04 

0.9 

0.98 

(注)使用したパラメータは 0=♂を除き図 2と共通.

up-front fee 

50bp 
100bp 

1.1 1.15 
x 

キ13 事後的なオプシヨン料は連続的に支払われており.また契約は何時でも解約できる.よって本節でモデル化した額面価格で加入す

る企業年金保険は超短期契約の無期限ロールオーバーと考えることができる.現実の手数料の支払いは 1か月や6か月単位であ

るから，本モデルでは年金基金のデフォルトエクスポージャーは実際の例えば1ヶ月から超短期へと短縮化される.ただし，クレ

ジットスプレッドに期間構造を導入していないζともあり，ロールオーバー期聞を超短期化することの影響は小さいと考えて良い

であろう.
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(出パラメータは図 4と共通.ただし初期賞用 (up-frontfee)はPD= 100bp 

表2 限界保証利率とネット受け取り利息

図8 最適行使境界U，L
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(注)パラメータは図 4と共通.
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5 結論

生命保険会社が取り扱っている企業年金には利率保証および額面保証さらには特別配当と成果配当といった

ペイオフの仕組みがある.本論文では，とれらのペイオフの仕組みをどちらか一方が行使可能な永久アメリカ

ン・プットオプションと永久アメリカン・コールオプシヨンの組み合わせとして定式化し，企業年金保険の価

格者E解析的に導出した.その際，保険会社にデフォルトの可能性がありデフォルト時にはベイオフが減額され

ることを考慮に入れた.外生的なデフォルトモデルを採用したととで，一般勘定資産の価値が上昇していると

きの最適解約戦略についてモデ、ル化できた.また数値例から，オプション料を契約当初に全額支払う場合「成

果配当の実施は価格者E上昇させ解約を抑制する，しかしその効果は高格付けの受託会社で効果が大きく，逆に

格付けの低い受託会社では現実的な効果が得られない」ととが分かつた.

本論文は，企業年金保険は額面価格により契約されるととについても分析した.一般的なオプション契約で

はプレミアムを全額前払いとするが，保険契約では，プレミアムの一部を契約が解除されるまでの聞だけ支払

うという特徴がある.乙の特徴を考慮に入れ，初期払い込み額を額面価格と固定的な初期費用}こすると，初

期費用が十分に多いときは，先に述べた結論は変わらないと予想される一方で， r初期費用が小さくなるとデ
フォルトリスクの影響は基金のネット受け取り利息に集約されていく」ととが分かつた.たとえば格付けの高

い会社ほどデフォルト率のわずかな下落により解約を大幅に抑制できたが，その効果が無くなっていくのであ

る.また， rBBB格以下の保険会社が企業年金保険を扱うときには相対的に大きなクレジットコストを必要と

する」ととが分かつた.

本論文には4つの課題がある.第一の課題は新規拠出金と保険金の支払いをほとんど想定していない点で

ある.とれは，分析の容易さのため解析解を第ーに考えたためである.ただし，ある程度成熟した年金基金の

場合は，資金の流出と琉入が均衡するので本論文で示したモテ、ルは有効で、ある.第二の課題は，成果配当の実

施後に一般勘定資産の権利落ちを仮定している点である.多くの場合，成果面当や最低利率保証のキャッシュ

フローは額面に加算される.第三の課題はデフォルト事象と一般勘定資産の価格変動を独立と仮定した点であ

る一般勘定資産の価格が上昇している場合にはデフォルトリスクは減るはずである.とれはデフォルト率を

確率過程とするととで解決できる可能性がある.第四の課題は，金利の不確実性を考慮していない点である.

年金基金は一般勘定資産のキャピタルゲ、インよりも，予定利率と市場金利との差を観察して運用を委託してい

る可能性が高い.また，保険会社の経営は，市場金利が下がっていく過程で不安定になりやすい.とれは，弾

力的に変更するととができない予定利率と市場金利との格差から生じる.すなわち，市場金利を原資産とする

一般勘定資産モデルと市場金利をファクターとする保険会社のデフォルトモデルとによる企業年金保険の評価

とそがより現実的である.今後取り組んでいきたい.

付録

補題 4補題 2により定義される関数gu(x)とgt(x)および補題3により定義される関数g(x)の導関数は次の
ように与えられる.

( 1入1入2ゆ(η，L，F)ゆ(入，x，F)-χ(入，x，F)χ(η，L，F)
I x 4>(7]， L， F)χ(入，U，F)-4>(入，U，F)χ(η，L，F) ， 

g~(x) = < 
入2ーん)χ(η，x，L)F一(1/1+1/2) 

l 4>(η，L，F)χ(入，U，F) -4>(入，U，F)χ(η，L，F)'

-17 

x>F 

x:5 F， 



( 1η2  -r/1)χ(入，x，L)F一(入1+λ2)
I x <t(η，L，F)χ(入，U，F)ーや(入，U，F)χ(η，L，F)'

g~(x) = < 
x>F 

I 1χ(η，x，F)χ(入，U，F)-mmゆ(η，x，F)ゆ(入，U，F) ー/T:1 
l x ゆ(η，L，F)χ(入，U，F)ーゆ(入，U，F)χ(η，L，F) ， 山-

( d f1 TU  f_¥ ，1 Fχ(入，x，U){ゆ(η，L，F)一χ(η，L，F)} 1 
|一一11-Ug~(x) +一 | I d+h l~ ~~U\~/' xゆ(η，L，F)χ(入，U，F)ーや(入，U，F)χ(η，L，F)J'

g'(x) = < 
d f1 Fx(η，x，L){ゆ(入，U，F)-χ(入，U，F)} TT-'/J 
||--Ugh(z)|， l d + h Lxゆ(η，L，F)χ(入，U，F)-<t(入，U，F)χ(η，L，F) -"U\~JJ 

証明式 (21)により定義されるゆ(B，p，q)，χ(B，p， q)について式

θゆ(B，p，q) χ(B，p，q) θχ(B，p， q) B1B2<t(B，p， q) 

θIp p dp p 

が成立するととを用いると容易に導出できる.

証明(補題 1)X(t)が式 (1)に従うとき，任意の実数入に対して新たな確率変数

( X(t)¥λ(( 1 _2 ¥ 2 I 1¥l 
V(t) = V(O) ( -'~~") )叫1( _~(T2 A2ー(r一戸))q 

はマルチンゲールである.とれは V(t)が確率微分方程式

dV(t) 
一一一=入σdB(t)
(t) 

x>F 

x<F 

(27) 

に従うととから確認できる.乙乙でTL，TUは停止時刻であるから，TS = TL八TUもまた停止時刻である.ま

た，L S; X(t)壬Uであるから，V(t)は確率1で有界である.したがって，任意抽出定理が使えて

E[V(TS)] = V(O) 

が成立する.いま，入は任意なので式 (12)を満たすように設定すると式 (27)から式

E [(引い)TS]= 1 
を得る.よってTS= TL八TUから

E [1… (~)λe … + 1{TLくTU}(ザe…]= 1 
が成立する.上式に式 (12)の解となる入=入1，A2 7，r与え，さらに

的 )=E[1{TUくTL}e-(r+h)句]， fe(x)=E[1{九〈吋戸川ln]

とするとん(x)，fe(X)に閲する連立方程式

(川和U"fu(x) 
Uλ2:[，包(x)+ LA2 fu(x) 

λ1 x 

xA2 

が導かれ，とれを解き補題 1を得る.X(t) = B(t)， L = 0の結果に関しては Karatzasand Shreve(1988)の

8.11 Exerciseを参照せよ.
次の定理は命題 1および命題 2の証明において使用する.
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定理 1(Dynkinの公式)X(t)は確率微分方程式

dX(t) 
一一一 =μ(X(t)，t)dt +σ(X(t)， t)dB(t)， X(O) = 0， tとO
X(t) 

に従うとする.乙のとき

E[X伸叶-X仲 E[!a
t
{μ(X州ー(r+的問問的UdU] 聞

が成立する.乙の結果はtが有界な停止時刻の場合においても成立する.

証明伊藤の補題から，関数f(X(t)，t) = X(t) exp[-(r + h)t]に関して

df(X(t)， t) = {μ(X(t)， t)ー (r+h)}X(t)e一(r+h)tdt+σ(X(t)， t)X(t)e一(r+h)tdB(t) 

が成立する.乙とで，両辺の積分の期待値を考えると右辺第2項はマルチンゲールであるから式 (28)を得る.

証明(命題 1)U，Lを所与とした場合に式 (11)を式 (13)のように書き換えるととができればよい.まず

は，そのために必要となる 5つの項

E [1{γ'L <TU，TL <T}e一門1，]，E[l{Tuく'TL，TUくT}e一町J，E[l{Tく'TL，T<句 }e一寸，
r fTL八TÛT 1 

E [l{TくTL，T<TU}X(T)e-rT]，E11 e-r"dUI 

をそれぞれ準備する.Fy(y)を確率変数Yの分布関数とすると，任意の確率変数X，Yについて公式

E[X] = E[E[XIY]] = I E[XIY = y]dFy(y) (29) 
01-00 

が成立する.との公式 (29)と確率変数 7が指数分布に従うととから，

E [l{TLく句;TL<γ}e一向]

= E [E [l{TL<町 L叩 -rTLITL，TU]]=E[l{TLく句戸仙)TL]= fe(x) 但0)

および

E [l{Tuく'TL，'TUくT}e一町]= E [1{句〈句戸川)句]= f，，(x) (31) 

を得る.また同様に

さらには，

E [1{ヤT<T九OL，'Tパ<T.η句叫UけJ}戸e一-r付T

= E [E [l{Tく'TL，'T叩 -rTITL，TU]] = E [!aTU吋~e刊 t

~(1 一E le-(令r+峠叫州h吋刷)(TU旬 〈川匂引叫)川川li 1 
r+h ¥J/  

= ~ (l-E r1J~./~.le一(r+h)TLI -E 11J_./~.le一(r+h)句lì
r+h ¥L  l'u、、. υLl'U、'uJ ノ

=占(1-fe(x) -f，，(x))， 

E [l{TくTL，T<TU}X(T)e一寸
r rTÛTL 

=E伊[1{T<7"Lパ TU}X(T)e一門ITL，TU]]=EII hX(T)eーか+h)tdtI 

=x-E[X(九八可決一(r品)(市川)] 

= x -E [X(TL)l{n<旬戸明也]-E [X(句 )l{TUく7"L}e一川町l

(32) 

=xーUん(x)-Lfe(x) (33) 
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を導出できる.式 (33) の導出では，その第 2 式において定理 1~用いた.さいどに， 78 = 7U八九とすると

E [!aT…門u]= E [!aTMS刊仇八川句~~e「門一

= E [1TくTS(!aT門 U)]+E[lベf門 u)]
=E [E [~(1_e-rT) 1T何 +;(1-F)川市]]
= E [!a
TS 
(1-e-rT) h内 7+ ~ (1-e-rTs) e-hTS] 

=市E[1-e州市]

=市(1一的)一的)) (34) 

を得る.結局，U，Lを所与とした場合，式(11)の右辺は，ととまでに得た式(30)，(31)， (32)， (33)，(34)を用
いて式

E[H(X)十五(x)(同 -H(L))叫)(仇一町即m川U的刊)リ)

のように書き換える乙とができ，命題1は証明された.ただし，H(x)は式(14)により，また We，W'"は

式 (15)により与えられる. (証明終)

証明(補題 2)W(x) = E[1TLくTUe一(r+h)TL)jとおくと， Feynman-Kacの公式から W(x)は常微分方程式

jσ2X2W" + (r -c -d1{x>F})XW'ー(r+柳=0， L < F <杭 L<x< U 
を満たす.乙こでW(x)の一般解は

( A1xλ1 + A2x̂2， X > F W(x) =i Ë~日'+Bらη2 ， z 三 F
により与えられる.ただし，入1，>'2は式(22)をη1，η2は式 (23)を満たす.よって境界条件

W(L) = 1， ， W(U) = 0， W(F+) = W(F一)， W'(F+) = W'(Fー)

から W(x)= gu(x)を得る.さらにgt.(x)についても同様に計算し補題を得る. (証明終)

証明(補題 3)初到達時刻78= 7L ^ 7Uとおいて
「ナ-s

W町附(伊Z←ElJo e一川TS聞 u吋)1附
とすると，W(x)はFe戸lman-Kacの公式から常微分方程式

jσ2X2W" + (r -c一白{x河山W'ー (r+柳 +d1{x>F}X = 0， L < F <杭 L<x< U 
~満たす.ととで W(x) の一般解は

J A1xλ1+AJ2+-Lz，Z >F  W(x) = < 
"1.... '..;l.... -.--d +h 
I B1x"l1 + B2x"l2， X ::; F 

により与えられる.ただし，入1，入2は式(22)~ 'TJl，η2は式 (23)を満たす.よって境界条件

W(L) = 0， W(U) = 0， W(F+) = W(F-)， W'(F+) = W'(F一)

から W(x)= g(x)を得る. (証明終)
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証明(命題 2)命題 1の証明と同じく .U，Lを所与とした場合に，式 (20)を式 (24)のように書き換えるとと

ができればよい.まずは，そのために必要となる 6つの項

E [1{TLくTU，TL<T}e一円L]，E[1{ru<TL川くT}e一町]， (35) 

E [1{TくTL，Tく句}巴-rT]， E [1TL…門uJ， (36) 

E [1{…く句仲間， E[fmq5eJUX仰い)>F}必] (37) 

をそれぞれ準備する.とれらのうち，式 (35)，(36)の4項については，命題1と同様に条件付確率の公

式 (29)およびァが指数分布に従うととを用いて計算できる.結果は，式 (30)および式 (31)，(32)， (34)に

おける fe(x)をgl(X)に.!u(x) lcr gu(x)に置き換えた式に一致し，次のようになる.

E [1{TLく匂FL〈T}e-TTL]==gt(z)，

E [1{ru<TL，TU<T}e一川]= gu(x)， 

E [1{T九 T<TU}e-
rT
] 手工(1一仰)-gu(札， 寸一，.

r rTL̂rûT 
E 11 e-rudul =一二一 (1-gl(X) -gu(x)) . LJo ---J r + h 

また，式 (37)の第1項については以下のように計算すればよい.

E [l{TくTL，T<ru}X(r)e一勺
r rrûTL 1 

=E[E[1{TくTL，TくTU}X(r)e一叶rL，ru]]= E 11 hX(r)e一(r+h)tdt1 
r rrûTL 

= x-E IX(rL ̂ ru)e一(川)(TU!¥TL)1_ E 11 de一(r+h)ux(りl{X(叫)>F}dtl

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

= x -Ugl(X)ーLgu(x)-g(x). (42) 

ただし第2式において定理 1を用いた.さらに，式 (37)の第2項については.rs = ru ̂ rLとして次のよう

に計算できる.

E[fM5xwm1{XM血l
=E  [い
= E [1T8句仇r一-hT(1T dパ川(包閉山)dr十円1T8は(いl{X(u)>F}] 
= E [1T8 de-(r+h)u X加)1{X(包)>F}伽l
=g(x). (43) 

ただし，第3式では積分順序の変更を行った.以上の式 (38)から式 (43)を用いて式 (20)を整理すると，

式 (24)を得る.よって題意は証明された. (証明終)
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