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研究論文

負債を完全にヘッジ、で、きない場合の

確定給付年金の動的最適ポートフォリオ

内山朋規

2004年 10月 28日投稿

2005年4月24日受理

概要

確定給付年金制度においては，その支払額が就労期間中の賃金の履歴に依存して定まるため，

負債の不確実性を考慮した資産運用者E行う必要がある.本稿では，取引可能な金融資産により負

債を完全にはヘッジできない非完備市場の設定のもとで，動的最適ポートフォリオを近似的に導

出する.その結果，最適ポートフォリオは，年金資産の増加を目的とする成分のほかに，負債の

不確実性をヘッジする成分から構成されることが示される.さらに，実証データから推定される

パラメータを用いてその特徴そ分析する.個々の企業により異なる負債の特性は，ヘッジ成分の

大きさに影響を与える.企業は，自らの年金制度や賃金変動の特徴を理解して，ポートフォリオ

を構築する必要がある.

キーワード:最適ポートフォリオ選択，資産配分，確定給付年金，非完備市場

l はじめに

年金制度には，大別して確定拠出年金 CDCプラン)と確定給付年金 CDBプラン)の 2種類がある.確定

給付年金は，一般的に勤続年数や就労期間中の賃金に応じて支払われる額が定まる年金制度で，積立資産の投

資リスクはスポンサーである企業が負担する.一方で，確定拠出年金は，拠出額が確定している年金制度で，

投資リスクは従業員が負担する.わが国では，確定拠出年金制度は 2001年10月に始まったが，依然としてこ

れを採用している企業は少なく，確定給付年金制度が一般的である.

確定給付年金制度を持つ企業にとって，年金債務は大きな負債である.2002年10月末時点で東証1部に上

場する企業(金融業を除く)を対象に， 2001年6月から 2002年7月までの本決算データを集計したととろ，

年金債務は自己資本の約52%に相当した.一方で，バブル崩壊後の資産運用利回りの低迷などにより，積立

率(年金債務に対する年金資産の割合)は約51%しかなく，積立不足額は自己資本の約26%に相当した.多

くの企業にとって，年金資産の運用は重要な経営問題となっている.

支払額が事前には確定しないととが，確定給付年金の資産運用を難しくさせている.年金支払額は，勤続年

数や賃金の履歴に依存して定まるので，事前には確定していない.取引可能な金融資産により，乙の不確実性

を完全にはヘッジすることができない.退職時に定まる年金をまかなうために，企業はあらかじめ積み立てた
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年金資産を長期に渡って効率的に運用する必要がある.本稿では，取引可能な資産により支払額を完全には

ヘッジするととができない非完備市場において，確定給付年金の積立資産の最適ポートフォリオを導出し，そ

の特徴を分析する.

Black (1989)は，年金資産を株式に投資するととの意味に関して，債券に比べて高いリターンが望めるとい

う理由だけではなく，負債に対するヘッジの機能もあることを概念的に述べている.年金負債の定義者E狭義の

負債と広義の負債の 2種類に分け，狭義の負債とは，現時点で確定している分の負債のみを指し，広義の負債

とは，過去や現在のみならず将来の賃金にも依存して，将来に確定する年金の現在価値として定義している.

負債の定義として狭義のものを採用するならば，負債のヘッジには債券を用い，一方，広義のものを採用する

ならば，将来の賃金変動と明らかに相聞を持つ株式に投資をするべきとしている.本稿では広義の負債の定義

者E採用する.とのもとで具体的なモデル化を行い， Blackの概念的な主張を明示的なものにするのが本稿の目

的である.

長期のポートフォリオ理論は， 1950年代の Markowitzの平均分散分析を発展させた Merton(1696， 1971， 

1973)の画期的な研究によりその重要性が認識されてきたが，いくつかの例外を除けばキしばらくの間停

滞していた研究分野であった.しかし， Brennan， Schwartz and Lagnado (1997)が長期の最適ポートフオ

リオは短期のそれとは異なることを強調した頃から，再度，乙の分野には注目が集まってきている.最近の

第一の発展として，いくつかの前提のもとで，解析解が発見されるようになってきたととが挙げられる.労

働所得や負債を考慮せずに消費を金融資産のみからまかなう問題に対して， Mertonは，投資機会が一定率2の

もとでの明示的な解を得ているが，との場合には長期の最適ポートフォリオは短期のものと一致する.投資

機会が変動する場合への拡張として， Kim and Omberg (1996)は，リスク資産の期待リターンが平均回帰

過程 (Ornstein-Uhlenbeck過程〕に従い，投資家の効用が最終富に関して定義される場合の解析解を得てお

り， Wachter (2002)はとれを完備市場に限定するととで，効用が各期の消費に関して定義される場合の解析

解を得ている.Sorensen (1999)は，金利が Vasicekモデルに従う場合の解析解を求めている.Schroder and 

Skiadas (1999)や Liu(2001)は，一般的な枠組みにおける最適解をより体系的に論じている.当然のことな

がら，厳密な解析解が得られるケースは限られているので，解析解が得られない場合には，近似解あるいは数

値計算に頼る必要がある.最近ではとれらの手法も発展してきている.

最近の第二の発展として，より実際的な長期のポートフォリオ理論を扱うようになってきたととが挙げられ

る.Campbell and Viceira (1999)は，実証に基く動機から，長期の株価リターンの予測可能性を考慮した最

適資産配分を求め， Campbell and Viceira (2001)やBrennanand Xia (2002)は，インフレリスクを考慮し

た債券投資を分析している.これらの研究では，パラメータの推定値に誤差が無いものとして扱われているが，

実際には真の値は投資家にとって未知である.Brennan (1998)やXia(2001)は，投資家がデータを観察する

毎にパラメータの値を学習する場合の最適配分比率を求めている.乙の他， Liu， Longstaff and Pan (2003) 

は，まれなイベントとして価格過程にジャンプが発生する場合， Liu and Pan (2003)は，債券や株式のほか

にデリパティブも投資対象資産に加えた場合をそれぞ、れ扱っている.また，労働所得を考慮したいわゆるラ

イフサイクル投資やパックグラウンドリスクの問題への適用として， Bodie， Merton and Samuelson (1992) 

は完備市場の設定で， Viceira (2001)は非完備市場の設定で，ポートフオリオ選択の問題を扱っている.さら

に，現実的に無視できない取引コストを考慮した最適化に関する文献も多く，代表的なものとして Shreveand 

Soner (1994)やLiu(2002， 2004)などがある.

とのように，最適ポートフォリオ問題の研究は多蚊に渡っており，さまざまな特徴が明らかになってきた.

しかし，筆者の知る限り，完全にはヘッジできない確率的な負債がある場合の最適ポートフォリオ問題はほと

ホ1特筆すべき例外の一つして.Karatzas， Lehoczky and Shreve (1987)やCoxand Huang (1989)による，動的計画法の代替で
あるマルチンゲール法(双対法)による解法の開発がある.

叫金利やリスク資産の期待リターン，ボラティリティが一定であることを投資機会が一定であるという.
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んど扱われていないように思われる*3 本稿では，パラメータを既知とし，取引コストがなく，投資機会一定

という古典的な設定のもとで議論する.その代わりに，完全にはヘッジできない確率的な負債が最適ポート

フォリオに与える影響について分析する乙とに集中する.

確定給付年金の最適ポートフォリオに関する本稿の先行研究に Sundaresanand Zapatero (1997)がある.

彼らは，退職時点で定まる年金を賃金過程の算術加重平均で定義し，賃金過程と取引可能資産が完全に相関す

るという完備市場の設定のもとで，年金の負債価値とそのヘッジ戦略を求めている.本稿では，彼らのモデル

と同じものを用いる.ただし，賃金過程と取引可能資産が完全には相関しない，非完備市場を前提にする点が

異なる.そして，積立率に関するベキ関数を用いた期待効用最大化により，最適ポートフォリオの近似的な解

析解を求め，実証データから推定されるバラメータを用いてその特徴を分析する.

本稿の構成は以下の通りである.まず 2章でモデルの設定を行う.3章で賃金の算術加重平均を対数正規過

程で近似するととによって，近似的な最適ポートフォリオを導出する.退職時点の賃金のみで年金が定まる

場合には，との近似解は厳密である.4章でわが国の実証データにもとづくパラメータを用いて，最適ポート

フォリオの特徴を分析する.5章でモデルの拡張について触れ，最後に 6章で結論を述べる.

2 設定

2.1 年金制度

確率空間(O，:F，P)上の標準Brown運動が生成する標準フィルトレーションを九とし，有限期間 [0，司を
考える.年金制度のモデル化は， Sundaresan and Zapatero (1997)に従う.モデルをすべて名目ではなく実

質ベースで考える.ある企業の一人の従業員を考え，その従業員は時点Oで入社し，時点Tで退職するものと

する.単純化のために，入社と退職の時刻には不確実性がないものとする.その従業員に支払われる賃金過程

Xは適合的で，

仏 =Xt(m(t)dt+pvd品+0万九dBt) )
 

4
i
 

，，E
E

、

に従うものとする.ただし，m(t) : [0， T]→Rは時間tの確定的かつ有界な連続関数で，pεト1，1]とV>O
は定数，BとBはEいに直交する 1次元標準Brown運動である.すなわち，賃金過程Xは瞬間的な期待リ

ターン m(t)，ボラティリテイ Uの幾何Brown運動に従うととを仮定している.

時点Tで確定する年金は αZrで定まり ，Zrは賃金過程Xの加重平均， αは支給率(定数)を表す.パラ

メータ βε(0，∞)を用いて，Zrは以下のように定義される.

Zt :=己イEーβ(t-s)Xsds=tzf何 ds (2) 

したがって， βが大きいほど退職時に近い賃金のウェイトが高まる.βが十分に大きい場合には退職時の賃金

のみで年金が定まり，とれは伝統的な最終賃金比例方式に相当する.βがゼロに近い場合には，年金は賃金の

パス全体に等ウェイトで依存し，とれは最近導入が増えつつあるポイント制方式や，公的年金や代行部分で採

用されている全期間平均方式に相当する.(図1)

時負債額を運用の目標額として考えることが可能であり，完備市場の設定で運用目標を持つ投資家の最適投資戦略を扱った研究には，

Black and Perold (1992)やGrossmanand Zhou (1996)のポートフオリオ・インシュアランスや， ζれをある一定のショート
フォールの確率や期待値を許容する場合に拡張した Basakand Shapiro (2001)やBasak，Shapiro and Tepla (2003)がある.
類似するものとして， Follmer and Leuke凶 (1999，20∞)は，完備市場に限定せずにショートフォールの確率や期待値を最小に
なる取引戦略を求めている.しかし，非完備市場のもとでは明示的な最適戦略の解を得るのは難しい.
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図1βの違いによる加重ウェイト
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2.2 証券市場

証券価格の前提についても，賃金と株式価格が完全には相関しない点を除き.Sundaresan and Zapatero 

(1997)に従う.市場には投資可能な 2種類の証券(無リスク証券とリスク証券)が存在するものとする.短期

金利が定数r>O で与えられるものとし，無リスク証券の価格過程 SO は dS~ = rS~dt で定義され，一方，リ

スク証券(株式と呼ぶ)の価格過程Sは以下の幾何Brown運動に従うものとする.

dSt =μStdt+σStdBt (3) 

ただし， μ>r.σ>0は定数で.Bは(1)の標準Brown運動である.(1)と(3)から，賃金上昇率と株価リ

ターンの瞬間的な相聞は ρなので.Ipl < 1のとき，株式への投資によって将来に支払われる年金を完全には

ヘッジ、する乙とはできない.Ipl = 1はSundaresanand Zapateroのケースに該当する.

さらに，途中時点での掛金を考慮せず，掛金は時点0のみで拠出されるものとする叫.このとき，株式の投

資単位を表す資金自己調達的な取引戦略過程Oを用いて，年金資産額W>Oは以下に従う.

dWt = (Wt -()tSケdt+ ()tdSt = Wt [(仰入+r)dt+ψtadBt] (4) 

ただし，入 =μ-r. !.pt:= ()tSt/Wtとおいた.すわなち入は株式のリスクプレミアム， ψは株式への投資比

率過程を表す.

2.3 年金スポンサーの問題

年金スポンサーである企業は，時点Tで確定する年金額αZTを賄うために，事前に年金資産の運用者E効率

的に行う必要がある.なぜならば，年金資産WTがαZTli:下回った場合には，企業が不足額そ追加的に負担

しなければならないからである.本稿では，企業はリスク回避的であるととを前提にする.Modigliani and 

Miller (1958)の理論の通り，摩擦が無い完全市場の前提のもとでは，リスクそコントロールするのは完全に投

資家の問題であって，企業がリスク回避的であるべきととは自明で、はない.しかし.Froot， Scharfstein and 

Stein (1993)が主張する通り，税金の存在や，資本再調達時のレモンのプレミアム，信用悪化時のデフォルト

コストの具現化やブランチャイズバリューの低下などを考慮すると，企業はリスク回避的であるべきととが正

叫乙の仮定はSundaresanand Zapateroと同様であるが，強い仮定である.5章で途中掛金がある場合への拡張について触れる.
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当化されよう.実際に企業はリスク管理を行っている.企業財務に深刻な問題を与え得る年金資産の運用につ

いて，企業がリスク回避的な行動をとるというのは妥当な仮定である.

時点t<Tにおける企業の最適化問題として，時点Tで確定する年金額αZTと年金資産WTにより定まる

関数u(αZT，WT)を用いて，以下を考える.

sup Et [U(WT，αZT) I Wt =ω， Xt = x， Zt = z] =: V(ω，x，z，t) 
I"Eol? 

(5) 

ただし，Vは価値関数， φは予算制約(4)を満たす許容的な投資比率の集合を表す.さらに関数Uには，退職

時刻での積立率 WT/(αZT)に関するベキ効用関数を考える.すなわち，

u即ゐ)=凸(22)1-7 (6) 

とする.正の定数γ>0は積立率に関する相対リスク回避度を表し， γ=1の場合には，uは対数効用

log(WT/αZT)に相当する.

代替案として，積立率 WT/αZTの代わりに差分 WTー αZT7，r用いるととも考えられる.しかし，ベキ関

数の場合には非正の定義域を扱えないので，本稿の非完備市場の設定では，差分に閲するベキ関数を用いると

とができない.積立率と差分の違いは，積立率の場合には，積立率にかかわらず相対リスク回避度は一定にな

り，差分の場合には， (もし定義できれば)相対リスク回避度は積立率の減少関数になるととである喝事6*7

3 最適ポートフオリオ

3.1 動的計画法によるアプローチ

最初に，動的計画法(確率制御)によるアプローチを用いて，最適ポートフォリオを求める.との方法では，

最適解が未知の価値関数に依存するために，明示的な解を得るととができないが，その特徴が明らかになる.

問題(5)のHamilton-Jacobi-Bellman(HJB)方程式は，

/守ρβt

sup vt + (拘入+r)ω九 +m(t)xV"， + _~t- ー(x- z)九
伊E争 Eβt-1 

+jN九z+;ωW九四+仰約σ山=0 (7) 

となり，境界条件は V(ω，z，x，T)=(ω/(αZ))l-，/(1-γ)で与えられる.ただし Vの添え字はそれぞれの偏
微分を表す.1階の条件から以下を得る.

命題1.問題(5)に対する株式への最適投資比率ザは，価値関数Vを用いて以下になる.

; = (一九(w，z， x， t)¥土+川山，x，ヤz
ω九四(ω，z， x， t))σ2 ¥ω九叫(w，z， x， t) σ (8) 

同 Sundaresanand Zapatero (1997)は，差分WT-aZTに関するベキ関数の期待効用最大化により，最適ポートフォリオを求め
ている.彼らの p=lという完備市場の設定においては，ポートフォリオ・インシュアランスと同様であり，リスク資産への最適

投資比率は.年金負債を複製する成分と，資産と年金負債の差分を平均分散接点ポートフォリオに投資する成分の和になる.

ホ6同様な問題は，金面白経済学の分野でも，効用に外部的習慣形成 Cexternalhabit formation)をとり入れた問題で扱われている.
これは経済全体の総消費との比較で効用が定まるモデルで， Abel (1990， 1999)は総消費との比率に関するベキ効用を扱っている.
一方で Campbelland Cochrane (1999， 2000)は総消費との差分に関するベキ効用を扱っているが.差分が対数正規過程に従う
ことを仮定して，常に資産がベンチマークを上回るようにモデル化している.

.7ベキ関数と同様に，明示的な解を得るうえで取り扱いが容易な効用関数に指数関数がある.しかし，資産と負債がともに対数

正規過程に従う枠組みで，差分に関して効用を定義する場合，指数効用は下に有界ではない定義域を扱えない.Davis (2∞0)， 
Henderson (2002)， Delbaen et al. (2002)では，取引可能な証券により原資産を複製できない非完備市場において，差分に関す
る指数関数を用いた期待効用最大化の枠組みにより，下には有界ではないペイオフを持つ状態依存請求権の価値評価とへッジ問題

を扱っている.
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乙の命題から，最適投資比率は二つの成分からなるととが分かる.第1項は，資産のみを考えて最適化した

際の最適投資比率で，平均分散接点ポートフォリオに投資する成分を表し.Mertonの問題における近視眼的

ポートフォリオに該当する.これはBlack(1989)が述べる高いリターンを狙うための成分で，相対リスク回

避度コ骨且が増加すると，との成分は減少する 以後，乙の第 1項を平均分散基準の成分と呼ぶとと;こする

第 2項は，将来の賃金に年金が依存するために，との確率変動を事前にヘッジするために保有する成分を表し，

Blackが述べる年金負債のヘッジ成分に相当する.Merton (1971， 1973)は，負債がなく資産のみを考慮した

最適ポートフォリオ問題で，投資機会が変動する場合に，最適投資比率は平均分散接点ポートフォリオと投資

機会の変動をヘッジするポートフォリオからなることを得ている.本稿の問題では投資機会が一定であるが，

確率的な負債があるために.Mertonと同様の形式になっている.

本稿では単一のリスク証券を考えているが，取引可能なリスク証券が複数ある場合に拡張することは容易で

ある.とのとき.(8)の右辺第 1項は，リターンが互いに一次独立な全てのリスク証券から構成される平均分

散接点ポートフォリオに比例し，第2項は，リターンが賃金変動に最も相関するリスク証券からなるポート

フォリオに比例にする.

最適投資比率吋;を明示的に求めるためには，価値関数Vそ求める必要がある.動的計画法によるアプロー

チでは，先に価値関数の解を推測して，確認するのが通常である.しかし，との問題では解を推測するととは

容易ではない.そとで.ZTを対数正規分布で近似して，とれを用いた近似問題に対する最適な終端富 W子を

マルチンゲール法により求め，との終端富から近似価値関数?を求める.との近似価値関数を用いて，最適投

資比率を求めるととにする.

3.2 年金の対数正規近似

との問題を明示的に解くのが難しいのは.Ztが(2)の算術平均で与えられているためである.対数正規過程

の算術平均は扱い難いので，木島 (1994)第3章者E参考にして.ZTの分布を対数正規分布で近似する*8

そのために，まず.s ε(0，11. t ε(O，s). x ε1R+. z ε1R+について，関数gl.g2. g3. g4を以下のように
定義する.

ただし，

r nh  _¥ • xA(t，s)l 
仇(山z):= log ID(い)+ _..~'-' I 

(z2 D(t， S)2 + 2xzA(t， s)D(t， s) + 2x2C(t， s) ¥ 
白(川町z):=ーっ1ogl i 

-t '~b ¥ (zD(t， s) + xA(t， S))2 } 

(xB(t， s) + zD(t， s)¥ 
3(S，t，x，Z) :=一一一一logl l 

(s -t)σ¥xA(t，s) + zD(い))

log ID(い)+些ヂ1-gl(S，t，x，Z) -pV(S -t)由(υ，x，z)
g4(S，t，x，Z):= r:;---;; (9) 

fア一一τゾg2(S，t， x， z) -g3(S， t， x， z)2 

A(い):=tzfEMM(l)川

恥 ):=tTftu+ff叫l)dl+σpv(u-t)du 

C(い)=寸乙τrresu叫 2ftm(l) dl+内 -t)+J;'; m(l) dl dudr 
(ess-1)2んん

事日実務で広く取引されているアベレージ・オプションは，ある一定期間の為替などの算術平均を原資産とするオプションである.こ

のオプション価値を求める際に，対数正規過程の算術平均を対数正規分布で近似するという方法がよく使われている.この対数正

規近似については.Levy (1992)や Iwaki.Kijima and Yoshida (1993)など多くの文献が扱っている.
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。βt_ 1 

D(い)=おゴ

G(い):=tzjs川~Um(川

である.さらに日 (O，T).x ε1R+.z E 1R+が与えられたもとで，時刻sε(t， T]のBrown運動の値に依存
する確率変数 η1.η2~以下のように定義する.

r :== 位p(←いいg仇以的1バ巾(いs山 ， z)吟什)
η弘;ア:戸=叫一j(W，z，h

ととで BとBは互いに直交する標準Brown運動で.Bは(1)のものと同じである.乙れらを用いて

E;，zJ:=zd:?Z77;::へ Sε(0，η t ε(0， s) (10) 

とおく.とのように定められた Zについて以下が成り立つ.

命題 2.時点tからみて，時点T>tにおける存あふは対数正規分布に従い，以下の性質を満たす.

EdZTl=ι[得Xt.Zt]
品[Zfl= Et [ (，î~Xt.Zt) 2] 

EdZTSTl=Et[E3Xh勾'T]
Et[Z.州 =Et [，î~Xt.Zt XT] 

また，標準Brown運動EとBの聞には.Et [(え-Bt)(え-Et)] =的 ，t，Xt，Zt)の関係がある

証明は補論に記載されている.時点 tでみて， logE2XJtは平均 logZt + gl (T， t， Xt， Zt) -
!g2(T，t，Xt，Zt)(T -t).分散の(T，t，Xt，Zt)(T-t)の正規分布に従う.すなわち， logE3おふの条
件付分布の各モーメントは時刻tにおける情報 (Xtとιt)に依存している.さらに ZTとZFAは1
次と 2次の条件付モーメントが一致し， E2xaAとSTの条件付相聞は ZTとSTの条砕付相聞に一致してい
る.zrhhとXTの条件付相関もまた ZTとXTの条件付相聞に一致している.乙のととから，以後では
zrhZtをZTの近似として扱う.すなわち，

、‘，，
J

4
，ょ
4
s
A
 

，，，‘、

(12) 

(13) 

(14) 

ZTI九対E3xsA

とする.

問題(5)のZの代わりに(10)のZを用いて，新たな問題を定める.

S叩 Etlu (WT ， α，î~"'.z) I Wt =ω， Xt = x， Zt = z I =: V(W， x， z， t) 
cpE昏 L、/I (15) 

ただし.u(・γ)は(6)のベキ関数で.Vはとの近似最適問題の価値関数を表す.時刻tにおける?は Wtと
X t • Zt. tに依存するととに注意する.したがってとの近似問題の HJB方程式は.(7)と同様の形式で，

/君。β

;:EM+(拘入+1')ωVw+ m(t)x九+e;t--1 (xー机
+jz2U2九+;ωW九切+PXWCPtσん=。
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により与えられ，境界条件はV(ω，z， x，T) = (ω/(αZ))l-')' /(1-γ)である.Vの添え字はそれぞれの偏微分
を表す.ζの問題の株式への最適投資比率rについても(8)と同様の形式で，

ゃ~ = ( -:Vw(ω，z， x， t~) 土+(一丸山(ω，z，x，tnpv
い九日(ω，z，x，t))σ2' ¥ w九叫(ω，z，x，t))σ

になる.Pを明示的に得るために，次節でマルチンゲール法を用いて?を求めるとと}こする.

(16) 

そのために，状態価格密度(プライシングカーネル)を導入する ノピコフ条件 E[叫(~J: 7/;; dt)] <∞ 
を満たすあるψに関して， var [ç;'，~] <∞が成立するものとする ただし

と;:?:=吋-~18伽-1
8

仇 dBu)
とおいた.とのとき，状態価格密度過程が，ψを以下のように定めるととができる.

π;，ψ=ti3521 

dう=叫-T(s-t)-j三日-j(ι-Bt)) 
ψは，株式によりヘッジできない経済のショック Bに対するリスクの市場価格を表す.非完備性から，異なる

ψに対してそれぞれ状態価格密度πt，ψが存在し，無裁定条件からは状態価格密度が一意に定まらない.しか

し，状態価格密度によりデフレートされた証券価格過程 S~7r~'ψ と S8π;，ψ は， ψ の値とは無関係にマルチン

ゲールになる.本稿では，Bに関するリスクの市場価格入/σが定数で与えられているととと同様に， ψを確定
的な変数として仮定する.との仮定により，最適ポートフォリオの近似的な明示解を得ることが可能になる.

との仮定を弱めて，投資家が内生的に状態価格密度を選択する場合への拡張については、補論Dで触れる.

このように状態価格密度を外生的に与えるととは， Campbell and Viceira (2001)や Brennanand Xia 

(2002)と同様である.彼らは，名目資産のみが取引可能でインフレリスクをヘッジするととができない非完

備市場の設定において，ヘッジできないインフレリスクの市場価格者E外生的に定数として与えて，最適ポート

フォリオを導いている*9

3.3 マルチンゲール法による近似最適ポートフオリオ

明示的な最適ポートフオリオの表現を得るために，状態価格密度π;，ψそ用いて，動的な問題(15)を以下の
同値な静的問題に変換;こする.

~~f ，l Et IU (WT ， aZ~"'Z) I Wt =叫 Xt=x，Zt=ZI S.t. Et [7r~ψWT] 臼 (17)
WTEA 、

ただし ，Aは可積分で:FT可測な非負値確率変数の集合を表す.

Cox and Huang (1989)や Karatzas，Lehoczky and Shreve (1987)などによるマルチンゲール法(双対法〕

の結果から，以下の命題を得る.証明は補論に記載した.

命題 3.(1) 問題(17)の最適な最終富W子は以下で与えられる.

W子=ω(η::γ)千 (ziZ)7A(T，Mz) (18) 

時具体的には，物価過程をpとし，取引可能な資産により構成される富過程の名目値をwとすると ，pの変動に完全に連動する証
券(例えば物価連動債)が取引可能ではなければ，実質富過程 W/pを複製することはできない.本稿と同様に，取引可能な証券

でヘッジできないpの変動に関するリスクの市場価格を外生的に与えることにより，実質消費に関する期待効用を最大化する最適

ポートフオリオを導出している.ヘッジできないインフレリスクの市場価格が，如何に定数として定まるのかについては，本稿と

同様にその根拠を示していない.
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ただだ、し，

乃町即肌叩(σ侭仰T，町川，t 

( 1 ヨ 1入2γ一1入¥trn .¥ 11 
+叶I，，~引93(TσT， tい， x叩川，z)吟):.!+r+~寸+一一一叩g仰3(σT， tい'川Z叩， z吟) I打昨(σT一t削州)川ハ| 
p:γ4γcr 'Y σ l' I I 

(2) 問題(17)の価値関数Vは以下になる.

V(w，x，川

ただだ、し，

乃(い仏s，山3

(3勾) 間題(ο15町)の解である株式への最適投資比率ゆo*は以下;にこなる.
釘 1 入 1xF~(T， t ， x， z)pv
=一一一+一 一-
t γσ2γ F3(T， t， x， z)σ 

ただし，FHs，t，x，z)はお(s，t，o，z)の偏微分そ表し，

巧(s，t， x， z) 0_  (^ ...¥(_. 1¥ (γ-2θ/ 乍 1¥θ
:= (s-t)(γ-1) I一一ーの(s，t，x，z)+ ( 1一一一一 l一白(υ，X，Z)2F

3
(s，t，x，z) 0-¥V "1¥1 ~/\ 2θX:; L. \V'"'~'~/' \.~ 2 2γ/θz 

γ-1入θ1θl
一一一一一93(S，t，x，Z)+一一一91(S，t，x，Z)I γσθxv-'  • • s -t θx.::n"-'-'-'-j J 

である o (22)の中のそれぞれの偏微分の形式は補論に与えられている.

(19) 

(21) 

(22) 

4章では，実際のデータに基づくパラメータを用いて， (21)の討の特徴を分析する.その前に，年金支払

額の決定方式の特別なケースにあたる晶柊賃金比例方式の場合の最適ポートフォリオを次節で導出する.

3.4 特別な場合:最終賃金比例方式

β→∞の場合には，ZTはXTに一致し，年金は最終時の賃金のみで定まる.との場合には，厳密な最適投

資比率の解が得られる.また，株式によりヘッジできないリスクの市場価格を確定的な変数として外生的に仮

定しなくても，との厳密解は成り立つ.次の命題でとの厳密解の導出を行い，さらに近似最適投資比率が厳密

解に収束することを確認する.乙の場合，もとの問題(5)は，

になる.

S昭 Et[U(WT，αXT)IWt =ω，Xt = xJ =: J(ω，x，t) 
伊E-T

命題 4.年金が最終賃金のみで定まる場合の問題(23)の最適投資比率ザは以下の定数になる.

証明は補論に記載した.

ー 1入 /¥o
cp. =一ーτ+(1一一)r ~ 
γσ十 ¥γノσ

(23) 

(24) 

F →∞のとき， (22)の右辺で，:"，91(T，x，z，t)は 1jxに収束し，その他の項はゼロに収束するホ10 し
たがって(21)の近似解は，s→∞のとき，厳密解(24)に収束する.また，限りなくリスク回避的な場合
(γ→∞) ，リスク資産の保有目的は，ヘッジ、成分pvjσのみになる.γ→ 1の対数効用の場合には，平均分散

基準の成分入/σ2のみになる.

札口 β→∞の極限について.A(t，T). B(t，T). G(t，T)はすべて定数に収束し.D(t，T)はゼロに収束する.
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4 数値例

4.1 データおよびパラメータの決定

本章では，わが国の市場データと賃金データから推定されるパラメータを用いて.3章で得た最適ポート

フォリオ(21)の性質を分析する.

パラメータの推定に利用するデータとして，賃金データには，産業別データを年次で利用が可能な厚生労働

省が公表する賃金構造基本統計調査報告を用いる.株価には東証株価指数 (TOPIX).インフレ指数には全国

消費者物価指数，名目無リスク金利には有担保コール翌日物金利をそれぞれ利用する.分析期聞は 1970年か

ら2002年までである.従業員は 20歳で入社し.60歳で退職するものと仮定する.したがってT=40で，勤

続年数は t=年齢-20年とする.

実質賃金のドリフトには，クロスセクシヨンにおける勤続年数と賃金伸び率の関係と，時系列における時間

経過に伴う賃金伸び率の双方を考慮する.2002年の賃金構造基本統計調査報告の年齢別賃金*11を用いて，対

数賃金を勤続年数の 2次多項式で近似したのものが，図 2である.とのクロスセクションの賃金カーブを時点

にかかわらず不変とする.とれに実質賃金上昇率の平均1.70%*12を加えた次式を利用する.

18 m(u) du 

7000 

• 2000 
1000 

(25) 

図2 賃金と勤続年数の関係

10 20 30 
t 

40 

横軸:勤続年数，縦軸:年間賃金(千円).tを勤続年数として t=Oが20歳を表し，点は 2002年のもの.曲線は

対数賃金者E勤続年数の 2次多項式で近似したもの.

実質賃金のボラティリテイ Uについては注意が必要である.報告されているデータは集計された総賃金なの

で，乙のデータから求められる標準偏差は，個々の企業の賃金上昇率の標準偏差よりも小さいはずである.そ

とで，実質賃金上昇率の標準偏差 2.61%を 2倍して利用するキ13 また，名目の株価リターンから名目無リス

ク金利を控除した株価の実質超過リターンと実質賃金上昇率の相関pについて，その推定値は 0.302となった.

*11 r年齢階級別きまって支給する現金給与額、所定内給与額及び年間賞与その他特別給与額」に収録されている「企業規模計・産業
計・全労働者Jの調査全体のものを利用した.年齢階盾別の 12段階の値が利用可能で，それぞれの年齢階層の中央値を年齢とし
た.ただし 17歳以下と 65歳以上の 2つの階層のデータを利用していない.
+12賃金構造基本統計調査報告の「産業別賃金指数(現金給与総額，年平均)Jに収録されている「産業計」の時系列データを利用した.
+13参考として.TOPIXの超過リターンのボラティリティと，個別銘柄の超過リターンのボラティリティのクロスセクションの平
均値を比較したところ，前者lこ対する後者の比率の時系列平均は2.307倍であった.0975年1月から 2003年12月までの月次
データを利用.ボラティリティは過去 60ヶ月のヒストリカルボラティリティを使用.個別銘柄は各時点のTOPIX構成銘柄.) 
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株価のボラティリティ σには，株価の月次超過リターンの標準偏差 17.90%を用いる.月次データを用いた

のは，年次データよりも単にサンプル数が多いためである.ただし，株価の期待超過リターン μの推定のた

めに，月次超過リターンの平均を求めたところ， 90年以降の株価低迷の結果として -0.01%と極めて低い値

になった.との低い推定値をそのまま用いるととは適当ではないだろう.米国のデータを利用した既存研究で

は，逆の問題に直面している.米国株式市場の過去の平均リターンは短期金利に比べて極端に高い*14 とれを

回避するために， Campbell and Viceira (2002)の6章， 7章では，株式の期待超過リターンに 4%を用いて

いる.これを参考にして，株式の期待超過リターンに 4%を用いるととにする.

最後に相対リスク回避度γを5，年金額を定める加重ウェイト Fを0.05として，とのようにして定められ

た，表 1のパラメータの組み合わせを標準ケースとする.

表 1 標準ケースのパラメータ値

株価の期待超過リターン入

株価のボラティリティ σ

賃金上昇率と株価リターンの相関p

賃金上昇率の確定部分

賃金のボラティリテイ U

期間T

加重ウェイト β

相対リスク回避度γ

4.2 最適ポートフオリオの特徴

4.00% 

17.90% 

0.302 

(25)式

2.61%x 2 = 5.22% 
40年

0.05 

5 

図3は，標準ケースのパラメータを用いた場合の平均的*15な株式への配分比率と勤続年数との関係を表

す.水平な細線は，株式への最適投資比率のうちの平均分散基準の成分 ((21)の第 1項)を表しており，約

25%で勤続年数に関わらず一定である.一方で太線は株式への最適投資比率の全体を表し，勤続年数O時点で

約32%であるが，勤続年数とともに減少し，退職時点 (t= 40)で平均分散基準の成分に一致する.太線と細

線の差がヘツジ、成分 ((21)の第2項)で，勤続年数ともに減少する.

本稿のモデルでは投資機会が一定なので，資産のみを考えた場合に， Merton (1969， 1971)が示している通

り，最適ポートフォリオは(21)の第 1項の平均分散基準の成分のみからなるので，投資ホライズンには依存し

ない.しかし，負債を考慮した場合には，退職までの期聞が長いほど年金額のうち将来の賃金によって定まる

割合が多いので，より多くのヘッジ成分を保有する必要がある.乙のような結果は，加入員の年齢が若く成熟

度の低い年金基金ほど，投資ホライズンが長いので，株式に多くを配分するべきであるとする通説キ16を正当化

する.Campbell and Viceira (1999)は，配当利回りから株式リターンを予測できるという事実が，株式が平

均回帰的で，長期でみると低リスクであるととを意味し，との通説者E正当化できるとしている.本稿の設定で

は，株式の超過リターンが一定であっても同様の結論者E得る.

賃金上昇率と株価リターンの相聞は，最適な株式投資比率のヘッジ成分に大きな影響を与える.図3に利用

した相聞は産業計の 0.302であるが，との値は企業によって異なる.データは 10業種分類別に利用可能であ

り，業種毎に相闘を計算すると，相聞が最大な業種では 0.480で，最小の業種で、は 0.059である.また，株価

リターンに 1年のラグをつけると，産業計の相聞は 0.302から 0.508に増加する.図4はヘッジ成分として保

ホ14資産価格の研究分野で，これは株式プレミアムパズル CMehraand Prescott， 1985)として知られ，これまで多くの研究者がこの
問題に取り組んでいるが，一致した説明にはいまだ至っていない.

ホ15各時点の賃金過程の値が無条件平均に一致するものとして計算した.

キ16投資ホライズンが長いほど，株式への投資割合を多くするという考え方は，実務界における経験知である.
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図3 最適投資比率と勤続年数
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標準ケースのパラメータを使用.横軸は勤続年数.太線(total)は株式への最適投資比率の全体，細線 (MV)は

平均分散基準の成分，もotalとMVの差 (hedge)がヘッジ成分を表す.

有する株式投資比率を表したもので，標準ケースの 0.302の他，相聞が 0.5と0.05のケースのものを示してい

る.例えば，勤続年数 20年(残存年数 20年)で見た場合，標準ケースではヘッジ成分が 5.89%であるが，相

闘が 0.5では 9.65%に大きく増加し，一方で相聞が 0.05では 0.98%に大きく減少する.ヘッジ成分は，賃金

変動のヘッジのために株式に投資する成分を表すものであるととから，相聞の大きさは重要である.

図4 相関 pとヘッジ、成分の関係
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横車由は勤続年数.太線(total)は賃金の変動と株式の超過リターンの相関pが0.302(標準ケース)，細線は 0.5，

点線は 0.05のヘッジ成分の投資比率を表す.他のパラメータは標準ケースを使用した.

同様に，賃金のボラティリティの違いもまた，ヘッジ成分に影響を与える.標準ケースでの賃金のボラティ

リティは，産業計の推定値を 2倍した 5.22%であるが，業種によって違いが見られる.10業種毎に計算する

と，相聞が最大な業種では 7.45%で，最小の業種では 4.27%である(同様にそれぞれ 2倍した).図5は賃金

ボラティリティとへッジ成分の関係を表す.賃金ボラティリティが大きいほど，ヘッジ成分は上昇する.賃金

と株式の相聞や，賃金のボラティリティといった，各企業によって異なる不均質性は，最適ポートフォリオに

大きな影響を与えるととがわかる.

リスク回避度は，平均分散基準の成分とヘッジ成分の双方に影響を与える.図 6は勤続年数が 20年目の最

適な株式投資比率を表す.γ=1の場合，ベキ効用は対数効用になり，ヘッジ成分を保有しない.リスク回避

度の増加とともに，平均分散基準の成分は減少し，ヘッジ成分は増加していく.株式投資比率の総成分に注目

すると， γ=1の平均分散基準の成分のみを保有する場合の最適比率は 100%を超えているが，リスク回避度

の増加とともにとの値は減少していく.とれは， β→∞のケース(24)をみると理解しやすい.実証にもとづ
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図5 賃金ボラティリテイ Uとへッジ成分の関係
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横軸は勤続年数.太線は賃金のボラティリティが 5.22%(標準ケース).細線は 8%.点線は 4%のヘッジ成分の投

資比率を表す.他のパラメータは標準ケースのパラメータを使用.

くパラメータにより，入/(I2の方がpv/σよりも大きいためである.

図6 リスク回避度γと最適投資比率の関係
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横軸はリスク回避度7・太線は最適な株式投資比率の全体，細線は平均分散基準の成分，両者の差はヘッジ成分を

表す.垂直線は標準ケースである γ=5の線を表す.勤続年数tは20年とし，他のパラメータは標準ケースのパ

ラメータを使用.

年金制度の違いを定める βの値もまたヘッジ成分の大きさに影響を与える.図7はそれぞれのβに対する

ヘッジ成分を表す.βが十分大きい場合には，勤続40年目の最終賃金のみで年金が定まるため，ヘッジ成分

は横ばいになる.βが小さくなるにつれて，退職給付金を定める賃金過程に対する加重ウェイトが水平に近く

なっていき，勤続年数の早い時点でヘッジ成分はより減少する.βが小さいほど，年金額のうち将来の賃金に

よって定まる割合が少なくなり，すでに確定した過去の賃金によって定まる割合が多くなる.ヘッジ成分は将

来の賃金変動に対するリスクヘッジの役割を持つので， βが小さいほど勤続年数の早い時点で，ヘッジに対す

る需要はより減少していく.

5 モデルの拡張:途中掛金を考慮する場合

本稿のモデルでは，年金スポンサーは年金資金の掛金者E期初で拠出し，期中での掛金拠出をしないものと仮

定した.とれは Sundaresanand Zapatero (1997)と同様であるが，途中掛金の存在は最適ポートフオリオに

大きな影響を与える可能性がある.とこではとの点について簡単に述べる.
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図7β とへッジ、成分の関係
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横輸は勤続年数.太線は βが0.05(標準ケース)，細線は 0.005，点線は 0.5のヘツジ、成分の投資比率を表す.他

のパラメータは標準ケースを使用.

Viceira (2001)や Cocco，Gomes and Maenhout (2005)のようなライフサイクルを考慮した最適ポート

フォリオ問題では，将来受け取る労働所得の存在が，最適ポートフォリオに対して，主に二つの影響を与える.

第ーに，将来の労働所得の現在価値の分だけ投資家の実質的な富は増加するので，退職時刻までの期聞が長い

投資家ほど，金融資産に占めるリスク資産の配分比率は増加する.第二に，最適ポートフォリオには，将来の

労働所得の変動に対するヘッジ成分が追加される.

とのような特徴は，本稿のモデルに掛金を考慮した場合でも成り立つはずである.まず第一の影響に関して，

4.2節で，勤続年数が短く退職までの期聞が長いほど，株式への最適投資比率が大きいことを示したが，との

特徴がさらに強まるととが予想される.一方で，掛金が毎期に定額で拠出される場合には，第二の影響は存在

しない.しかし，賃金の一定の割合で，毎期に掛金が拠出される場合には，第二の影響も存在するはずである.

との場合，将来掛金の変動に対するヘッジ成分が追加され，賃金と株式の相聞は正なので，逆にとのヘッジ成

分は負になり，その負の大きさは退職までの期聞が長いほど大きくなるであろう.このように，途中掛金を考

慮した場合には，さらに複雑な結果を得るととが予想される.

6 結論

本稿では，完全にはヘッジできない確率的な負債が，確定給付年金の最適ポートフォリオにどのような影響

をもたらすのかについて分析を行った.具体的には， Sundaresan and Zapatero (1997)のモデルを非完備市

場に拡張し，最終時点の積立率に関する CRRA型効用の期待効用最大化の枠組みにより近似的な最適ポート
フォリオを求め，その特徴を考察した.本稿の結論は以下の通りである.

第ーに，賃金過程の算術加重平均により支払額が定まる確定給付年金制度について，前提条件のもとで年金

資産の最適ポートフオリオを近似的に導出した.Black (1989)の洞察の通り，最適ポートフオリオは，高いリ

ターンを狙うための平均分散基準の成分と，将来の賃金変動による支払額の変動をヘッジする成分から構成さ

れる.リスク回避度が高い年金スポンサーほど，負債のヘッジ目的のための株式投資比率が増加し，逆にリス

ク回避度が低い年金スポンサーほど，超過りターンの獲得を目的}こした株式投資比率が増加する.

第二に，実証データから推定されるパラメータを用いて，最適ポートフォリオの特徴を分析した.株価リ

ターンと賃金変動は正の相闘を持つので，将来の賃金変動に対するヘッジ成分は正である.投資ホライズンが

長いほどへッジ成分は大きいので，成熟度の低い年金基金ほど株式に多くを配分するべきであるとする通説は

正当化される.年金を定める賃金過程に対する加重ウェイトの違いや，賃金のボラティリティ，賃金と株式の

相聞はヘッジ成分の大きさに影響を与える.各企業は，自らの年金制度や賃金変動の特徴を理解して，ポート
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フォリオを構築する必要がある.
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補論

A 命題2の証明

煩雑ではあるが， 4個の関係式はすべて直接計算するととにより確かめるととができる.

(11)式

A rT _ 。β古_1 A rT 
引ZT]=引ョ去1Jo e{:JsXsゐ1=お寸Zt+戸行1Jt 巴吋仏]ds

巴β志-1_ s __ rT 
=戸寸Zt+戸t'-1 Xt 1 ess+J:m伽

一方で、

Et[Z，主x"Z，]= Zte91(T，t，X"Zt} = ZtD(t， T) + XtA(t， T) 

(12)式表記上の利便性から，以下を用意する.

b仲 lsm(りdl一ju勺-t) + v(Ws-同)
とれを用いて

I I _s主 t:J rT 、21
Et[ヰ]=叫(云三Zt+戸hjE竹 sds J I 

一方で

/巴βt
_ 
1¥222β(巴β=-1)fT8β2

r.1 r ( (Tss"V，¥ 21 
=~戸寸 Zf+商つ7Zti 内lLIds+F1EιItJt e竹 sds)I 
(eβt _ 1¥2 2E 2β(e

β古一1)'7"V (T s 牛 fSm.(r) d =1一一一一) Z;+一一一一一一Z，X会 I ePS+Jt m.~r)ards 

いβT-1) 
~t ' (巴βT-1)2 ~"~~" Jt 

+吋T1Ue…ι[ e2Yx(s州内)-YX(s)]帥
(eβt -1¥22，2F(eβt -1) '7 v (T _ss+ r.' m.(r) =1 一一一~ 1 Z:+一一一一一一一Z，X企 eps+J色町 )dr ds 
¥巴βT-1) 

~t ' (巴βT - 1)2 ~"~~" Jt 
nワ I"T J'U 

+2X刀?寸どL
一寸
I I 巴Jβs+哨β向包叫+2叫J:μ川m叫附州(ヤ例附T吋引)μd針糾山T件+判旬勺一吋tの州)+川+吋叫J.Uμ川m叫附州(什例T吋付)t (esT -1)2ん Jt

= Z; D(t， T)2 + 2XtZtA(t， T)D(t， T) + 2X;C(t， T) 

ι叫[(斗x，.Z，品Z為勺sつ汁f]= 幻巴J拘《川2勾h制叩g釘叫山1バl(TσT山 為勾山山…)μ同同)+g2(坤切叫叩gの叫2バ(T，t，X，

= 巴g白叫2バ(T，ムX吊色ふ)(σT一tの)(ZtD(t， T) + XtA(t， T))2 
2 
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(13)式表記上の利便性から，以下を用意する.

ち(s)=山一t)ート2(S-t) +σ(Bs -Bt) 
とれと YX(s)を用いて

D / pT ¥ 

Et[ZTSTl =ι|ョ去τtJo ess Xs ds ) ST I 
= Z.S.三と~Eφ reYs(Tll +一色-X.S.(T吋.r eYX(s)品げ)1ds 
.-. esT -1 -. L - J' eβT-1--.-.人--. L-

= ZtSt三乙lt(T一件一仁川一句tSt(T ess+ f: m(l)山 pv(s川s
.-. esT -1- eβT-1- --.-.Jt 

=S〆(T-t)(XtB(t，T) + ZtD(t，T)) 

となる.一方で

(14)式

Eιt [斗Xぬ$ふ島吋]=ZιtS，品te〆川凶己d許戸川川g仇叫叩叫1バJ爪(σ肌T，t，X久ば仏仏山，XλιμX，丸X"Zι刻附山tρ計仇川)+川+却叫μバ川(σT一伽山句吻叩3(T巴山'
=S品t巴♂〆μバ(げT-t吟)+σ9ぬ削3“(σTムXぷ色ム)(σT一t吟)(ZtD(t， T) + XtA(t， T)日) 

n I pT ¥ 

Et[ZTXTl = Et I戸そτtJo ess Xs ds ) XT I 
月・ D pT 司

=三乙土ZtXtEtleYx(T) 1+ーと-.X?: I ess Et I eYx(s)+Yx(T) I ds 
巴βTー1~tJ~t~t LV J I esT -1 主人 t L V 

D pT 
=三三~eftm(l) dl ZtXt +ーと_eftm(l)勺 :r eß吋~.m(r)dr+，勾一句sesT -1 v.- ~tJ~t I esT -1 v.- J~t 人

= Xteft m(l)dl (ZtD(t， T) + XtG(t， T)) 

一方で，Et [(i?s -Bt)(瓦-Et)] =血(s，t， Xt， Zt)とおくと
/ pT 

EdZ~X"Z色 XTl = ZtXtexp ( I m(l) dl + gl (T， t， Xt， Zt) +仰の(T，t， Xt， Zt) (T -t) 

+仰げの(T，t， Xt， Zt)一g3(…(

である.9似似4(いs，t，XわZιt)μ』は主判(伊9町)で定義されたものなので，EdZTXTl = Et[Z~Xt ，ZtXTl が成り立つ.

B 命題3の証明

• 
(1) 証明は Brennanand Xia (2002)のTheorem1に似ている.マルチンゲール法(双対法〉によるポー

トフオリオの最適化の理論により，鞍点定理とu(，α今町)の狭義単調性から，問題(17)(J)解は，
Lagrange乗数ν>Oilr含む制約条件なしの問題

JJZAEtlu(wmrJ)-u(πFWTーω)]

の解で，補完的スラック性条件

ι[ずW子]=ω 
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を満足する げとη;:pz，ziZとと;:手がそれぞ、れ条件付独立であるとと，および Et[投手]= 1に
注意して， 1階の条件から

，、_1.、 Zニ!

W子=(yçl~~) マ (η:γ)γ(αz)千円(T， t ， x， z)一1

になる ただし ，H(s，t，x，Z) := (ι[(η引い])-~とおいた とれを補完的スラック性条件に代
入すると，

U-t =tiJA(T，t，mz)乃(T，t，x，z)(αz)号立

を得る.とれを戻すと(18)を得る.

(2) (18)のW子を問題(17)に代入すればよい.

(3) (16)から得る.また， (22)式中の偏微分の形式は以下で与えられる.

A(t，s) 
否Zgl(s，t，z，z)=

A(t， s) + zD(t， s) 
r xzD(い)(4C(t， s) -"2A2(t， s)1  

ーの(s，t，x，z)=一一|
s -t l (xA(t， s) + zD(t， s)) (2x2C(t， s) + zD(t， s) (2xA(t， s) + zD(t， s))) J 
( B(い A(t，s)¥

;g3(υ，x，z) =一一一{ 一 l 
(s -t)¥xB(t， s) + zD(t， s) xA(t， s) + zD(t， s) ) 
2g2(S，t，x，Z) ( zD(t，s)(B(t，s) -A(t，s)) ¥ 

-m(Mz，z)2=()  
(s -t) ¥ (xA(t， s) + zD(t， s)) (xB(t， s) + zD(t， s)) ) 

C 命題4の証明

3.3節の議論で， 2者rXに置き換えて， (19)は

ω ， t) :=ι[凸(ZE)1-7lm=仏=イ=凸(去f-'YF4(刀)

• 
(26) 

に置き換わる.ただし，F4(s， t)は， (20)のF3においてgl(S，t，x，Z)，g2(S，t，x，z)， g3(S，t，x，z)をそれぞれ

JtS m(l) dl， v2， pvで置き換えたものである.F4(S， t)は単に時間の関数であり，もはやzや zの関数ではな
い.とのとき HJB方程式(7)は，

sup V'P J(ω，x，t) = 0 
'PE-T 

になる.ただし，境界条件は J(ω，x，T)=(ω/(αX))l-'Y/(1ーγ)で，
1 n n _ 1 

V'P J(ω，x， t) = Jt + (拘入+r)ωJ切 +m(t)zJm+EZ2U2Jzz+Eω2rp;σ2Jw凶十pxω拘σvJ"，切

である.1階条件

戸一/一品\入+(ーんì~
t - ¥. wJww) 0"2 T ¥.石万二)-;-

に(26)の価値関数を代入すると(24)を得る.

(27) 

実際にこのように求めた解ザが最適であるととを確かめる.rp7a-適当な許容的投資比率とし，これに対応

する富過程を W，積立率を WT/αXTとする.伊藤の補題から，

pT 

J(ω，x，T) =J(ω， x， t) + I V'P J(ω，x，s)ds 

+ lT山 sO"+ Jrr;PVXs) dBs + lT J"，V1-p2山
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を得る.(27)から ，D'P J(ω，x， t)三Oである.さらに，確率積分の項のうち， ff(J叫 WsCf'sσ)dBsは局所マ
ルチンゲールであるが，Wが非負なので優マルチンゲールになり，他の項はマルチンゲールである.したがっ

て，適当な少に対して

Et[l WT)1-7 一← l卜=Et却引ι引叩州山[μ阿仰陶J川恥恥(μ肌川ω叫'リ刊川山)]壬UωJ判恥(似ωi一γLαXT

となる 一方で， Cf'*について， D'P.J(w，x，t) =0，およびJ?'(ゐWsCf'*σ)dBsがマルチンゲールであるとと
から，

Et [占(ZE)1-71=Jh
になる. • 
D リスクの市場価格ψを内生化する場合

本稿では， 3.2節で仮定した通り，取引可能な金融資産のリスクの市場価格が確定的であるととと同様に，株

式によりヘッジできない近似年金負債zのショック Bに対するリスクの市場価格ψも外生的に与えられた確
定的な変数として扱ってきた.しかし，市場で取引可能ではない不確実性に対するリスクの市場価格が確定的

な変数であることは自明ではない.つまり，との変数が如何に確定的なものとして定まるのかについて，本稿

ではその起源について何も語っていない.ととではこの仮定を弱めてψを内生的に扱い，投資家が最適化する

際にψも同時に定める場合を考える.

ψが確定的な変数ではない場合には， (17)の価値関数はψに依存するととになる.すなわち，所与のψに
対して， (17)の価値関数VCψ)(ω， Z，X， t)が定まる.He and Pearson (1991)や Karatzas，Lehoczky， Shreve 

and Xu (1991)，および乙れらに続くマルチンゲール法による非完備市場での最適化の理論から，問題(15)は

以下の問題と同値である.

ザ?仲)(ω，z，x， t) (28) 

さらに， (28)の解をψ*とすると， VCψ・)(ω，z， x，t)は問題(15)の価値関数V(ω，z，x，t)に一致する.
問題(28)を直接扱うととは難しいので，との問題を新たな双対問題に変換するととがしばしば行われる.乙

のためにu(・，z)の凸共役者E

u((，αz) := sup [u(ω，αz) -(叫 (>0
叫 >0

とおく.とのとき Heand Pearson (1991)やKaratzaset al. (1991)などの結果から，問題(28)は，双対問題

i3fEt14(FF，α斗a，z)] 

と同値である ことでy>Oは予算制約E[7r~1þ'WT] 三切に対する Lagran件数枝す
(29)の価値関数を V(y，z，x，t)として，

d(げ)= (げ)(-吋s-;dBsー叫)
および y7r;'ψ=yに注意すると，V(y， z， x， t)は以下の HJB方程式を満たす.

一一/守ρβ主~一
可flIt + m(巾九+云たl(x-z)九一ry九

一時一

(29) 
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+jz刊+~(ぷ+ψ
ただし.Vの添え字は偏微分を表し，境界条件は V(y，z，x，T)= u(y，αz)である.また.h(t，x，z)は以下で

定義される.

h(t， x， z) :=か [(Bsー瓦)(Es-Et)]ISlt = :sg4(山 ，z) I山
すなわち h(t，x，z)は時点tにおける BとBの瞬間的な相関である.1階の条件から，以下の通りリスクの市

場価格ψ*が定まる.

ψ;ト=vx/1弓E九h(仰Z叫叩，z川川z引が川，t)の必)乃Yち予引トHμU〆(ω川，z，川，
巧y(弘U仏，z，x，t) 

とのずに対応するv<ψ・l(w，z，x，t)が問題(15)の価値関数であり，この価値関数に付随するポートフォリオ
が最適である.しかしながら，とのようにψを確定的な変数として外生的に仮定しない場合には.'It*が未知

の関数Vに依存するため，残念ながら最適ポートフォリオを明示的に計算することは難しい.
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