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概要

世帯主に加えて収入のある配偶者も生命保険に加入する場合が多い.また，一方の死亡は，そ

の後の遺族の収入を変化させ，保険加入や資産運用の戦略を変化させる.本論文では，夫婦の一

方が死亡した後の遺族の最適な戦略を考慮に入れた二段階のダイナミック・プログラミングを行

う.そして，夫婦の生命保険加入と世帯の消費および資産運用に関する最適戦略を解析的に導出

する.簡単な数値例から，いくつか常識と異なる結果を得た.例えば，効用関数の設定に依存す

るとはいえ夫婦の聞に収入差がある場合，相対的に収入の小さい個人はたとえ十分な収入を得て

いても生命保険ではなく年金に加入するのが最適であることが分かつた.
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1 はじめに

個人の消費と投資の計画を扱った研究は Marshall(1920)および Fisher(1930)まで遡る.手元にある富に

ついて，現時点でいくらを消費し，いくらを投資(ここでは預金)することが最適であるかを一期間モテ、ルを用

いて分析した.現時点における追加的な1単位の消費から得られる効用の増加分が，この消費分を貯蓄するこ

とにより得られる将来時点の消費の現時点での効用の増加分と等しくなるような消費が最適な政策となること

が示された.また， Yaari (1965)は Fisher(1930)および Marshall(1920)の消費計画問題において個人の余

命には不確実性があることを考慮に入れ生命保険の存在するモデルを提示した.一方， Markowitz (1959)は，

無リスク預金と多種類の株式が存在する市場において投資家はどのような組み合わせを選択すべきか(ポート

フオリオ選択問題)を一期間モデルを用いて示した.これと同時期に Tobin(1958)は，最適なリスク資産の

選択は投資家の効用によらないとする“mutualfund theorem" (Tobinの分離定理とも呼ばれる)を示して

おり，後に CAPMとして定式化された.すなわち，すべての投資家はリスク資産に関して同じ構成比を持つ

ポートフオリオを保有することが合理的となり，そのポートフォリオは接点ポートフォリオあるいは市場ポー

トフォリオと呼ばれた.この結果を消費投資計画問題の視点から見ると，消費の量の変化は投資の量には影響

を与えるけれども，リスク資産の選択問題には影響を与えないということを意味する.結局，消費投資の選択

問題と投資資産の選択問題はある条件の下では個別に扱えば良い.

以上のような考え方は伝統的に存在するフィナンシャルプランナーの存在意義を無くしてしまう.どのよう

な個人投資家もすべからく同じ比率のリスクポートフォリオを保有することが最適だからである.しかし，実

際には投資家によりリスク資産の構成は異なり，またそれは，個々人の置かれた状況により異なるはずである.
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例えば，余命，収入の量，保有する不動産の疏動性，資産の量により変化する税制などである.このような考

え方を支持する多くの結果が.Merton (1969，1971)により定式化された消費投資問題を基本的な土台として

数多く発表された.Merton (1969，1971)は個人の消費とポートフォリオ選択の問題を連続的な多期間の問題

として定式化し，最適な消費投資の政策を確率制御問題の解として与えた.その結果得られるリスク資産の保

有政策は一期間モデルと同ーのものである.しかし，後に Merton(1973)は，現時点と将来で投資機会が異

なる場合，最適な資産選択は CAPMの結果とは異なることを示した.個人投資家にとっては，投資資金の最

大化ではなく，富を消費することから得られる効用の最大化が目的となる.このことに加えて個人投資家は投

資期聞が長期になるので，投資機会の変動にさらされる.効用関数を伴う上に数学的な難しさが原因となり，

Merton(1969， 1971， 1973)に関する実証的な研究は少ないが，逆に，理論的な研究は数多く進められている.

投資機会の不確実性の一つに金利の不確実性やインフレーションの可能性がある.M unk and Sorensen 

(2004)は，リスクの市場価格とフォワードレートのボラティリティ関数が確定的であることを条件として，消

費投資問題を解いた.消費計画に沿った利付債のポートフォリオを購入することが最適であることを示し，ま

た金利モデルとしてVasicek(1977)およびマルコフ性を仮定した Heath，Jarrow and Morton (1992)の双方

を比較することで，最適政策は金利モデルのダイナミクスよりも金利の期間構造の影響を強く受けることを示

した.また.Campbell and Viceira (2001)は長期運用を行う投資家にとって，短期債にはロールオーバーリ

スクがあることに着目し，離散的多期間モデルを用いて消費をともなう長期投資家の最適政策を考察した.長

期投資家にとっては，無リスクで消費を賄うインフレ連動債こそが最適であることを主張している.消費を

考慮してはいないものの同様の研究に Brennanand Xia (2000)がある.彼らは Canner，Mankiw and Weil 

(1997)がアセットアロケーションパズルと呼んだ問題*1は投資家の投資ホライズンが原因であるとし，また株

式と長期債および短期債の投資ミックスに関する解析解を示した.その結果は.Merton (1973)の示したよう

に短期的な投資家にとっての最適なポートフォリオと異時点聞の投資機会の不確実性をリスクヘッジする調

整項から成る.

さらに，投資機会の不確実性には労働所得がある.確定的な労働収入のあるケースについては.Merton 

(1971)が扱っており，将来の労働収入は無リスク資産の保有と同等であることを示した.すなわち，確定的

な労働収入はリスク資産の保有割合を増加させる.しかし，一般に労働収入は不確実であり市場リスクと相関

する場合もある.さらには取引できないことを前提とする必要があり，リスクヘッジできないケースも存在す

るであろう.Svensson and Werner (1993)はいくつかの資産が取引できない場合のポートフオリオ選択と価

格付け問題について論じた.消費投資問題においては，労働所得が取引できない上に不完全にしかヘッジでき

ないケースについて，解析的な政策を示した.その結果は.Merton (1971)の解に不完全ヘッジの影響からな

る項を加えた形式を取ったただし，投資家の効用として CARA(ConstantAbsolute Risk Aversion)型(指

数型効用)を仮定しており，これは暗に取引できない資産の価格が富の水準に依存しないことを仮定してい

る一般にリスク資産の需要は富の水準に依存すると考えられるため，投資消費問題では.CRRA(Constant 

Relative Risk Aversion)型(ベき型効用)が望ましい.例えば.Koo(1998)は，流動性に制約があり，また労

働所得が確率的な場合の投資消費問題を CRRA型の効用関数の下で扱った.最適な政策の存在を示し，市場

が完備である場合に比べて，投資家のリスクトレランスは低下することを示した.また，このタイプの問題に

関する解析解は未解決の問題であることを指摘している.Cuoco (1997)は同様の結果をマルチンゲールの表

現定理を用いて示している.

労働所得の不確実性に加えて，その柔軟性を考慮した投資消費問題がBodie，Merton and Samuelson (1992) 

により提起された.多くの個人は労働時間や副業または退職に関する決定について自らの裁量があること，す

なわち，労働供給の柔軟性は資産配分に重大な影響を与えることが示された.労働に関する高い柔軟性はリス

ク許容度を上昇させる.

事1現実の投資家は Tobinの分離定理とは異なるポートフオリオを保有しており，その原因が説明できないとした.
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この他に，投資消費問題において流動性の小さい不動産を保有することの影響を論じたものとして，

Brueckiner (1997)， Caulet and Pvlov (2005)がある.日本的な慣習の下では大きな問題である.また

Grossman and Laroque (1990)は，売買コストのかかる耐久消費財のみを消費の対象とした投資消費問題を分

析した.そして，証券と耐久消費財の比率を一定割合に保つ最適戦略を示した.Damgaard， Fuglsbjerg and 

Munk (2003)はGrossmanand Laroque (1990)による結果に非耐久消費財を加える拡張を行い，耐久消費財

の取引コストの影響を論じた.そして，取引コストの最適戦略に与える影響は非耐久消費財が存在しない場合

に比べて小さくなることを示した.ある条件の下では，コストのかかる耐久消費財の消費がコストのかからな

い非耐久消費財へ置き換えられるためである.また，生活の最低水準を維持することを前提とした消費投資問

題が Rubinstein(1976a，b)において考察されている.そこで、は消費と最低生活水準との差に対して効用が定

義された.また.Lax (2001)は.Constantinedes (1990)により示された生活水準が過去の消費の平均値に依

存するモデルを単純化し，過去の消費に依存して変化する生活水準の下で投資消費問題を扱った.

さて，本研究は，以上のよう進められている投資消費問題の研究に関する一つの拡張であり，生命保険の存

在を考慮するものである.先行研究としてはRichard(1975)がある.彼は CRRA型の効用を持ち余命のある

投資家の投資消費問題に関する解析解を確定的な労働収入と生命保険の存在の下で示した.また.Purcal and 

Piggo悦 (2001)は.Richard (1975)を確率的な労働収入を含むモデルへと拡張し，これを数値的に解いた.そ

の際，日本市場における数値例を示した.小守林 (2001)は一時払い定期保険を考慮して Merton(1971)を

拡張し，解析解を示した.保険加入戦略が初期時点にのみ許される静的なモデ、ル化を行っており.Richard 

(1975)や本論文とは異なる.さらに枇々木・小守林・豊田 (2005)は，家計には生命保険や火災保険の支払が

。あることを考慮に入れ，より現実的な投資意思決定問題をシミュレーションにより解いた.

本研究では Richard(1975)のモデルを収入のある二人が形成している世帯へと拡張する.多くの世帯では，

収入のある個人が合同の資産形成を行い，両者(あるいは一方)が生命保険へ加入することにより遺産の確保

を行っている.また，どちらか一方が死亡した場合には，生命保険金が得られるばかりでは無く，残された遺

族の収入プロファイルが変化する場合が多い.たとえば，遺族年金の受け取り，共同で、営む事業の縮小，子育

てに関する費用発生に伴う実質的な収入の減少がそれである.したがって，一方が死亡した時点で遺族は，残

された期聞に関する消費と投資および生命保険加入の最適計画の見直す必要がある.本論文では，遺族の最適

計画をも含めた現時点での世帯にとっての最適な消費投資保険計画を導出する.ただし，労働収入については

確定的であると仮定する.これは本研究の目的が生命保険の最適な加入戦略の導出であり，収入が死亡により

突如途絶えるリスクにのみ着目しているためである.また.Campbell and Viceira (2002)は労働収入の不確

実性が資本市場の不確実性に比べて低い場合，労働収入の不確実性が消費投資問題に与える影響は小さいこと

を指摘している.

本論文の構成は次の通りである.まず.2章において本研究の基礎となる Richard(1975)の結果を示し，そ

の後これを夫婦(世帯)の問題に拡張する.3章においては数値例を用いて最適な保険加入に関する議論を進

める.最後に4章で結論を述べる.

2 モデル

2.1 設定

モデルの基本的な仮定は Richard(1975)を踏襲する.市場には無リスク預金とリスクのある株式が一種類

だけ存在すると仮定する.無リスク預金は確率微分方程式

dSo(t) = rSo(t)dt， t < T 

に従い，また株式は
dS(t) =αS(t)dt +σS(t)dB(t)， tくT
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に従うとする.ただし，T<∞は死亡時刻の上限である.また B(t)は実確率測度Pの下での標準ブラウン

運動である.以下では全ての議論を実確率測度Pの下で行う.

まず，個人の予算制約を示す.個人は無リスク預金に 1ー ω(t)，株式に ω(t)の割合で投資するとする.ま

た，時刻tにおける消費者rC(t)，個人の収入をY(t)とし，個人の支払う生命保険料をP(t)とする.本論文で

扱う生命保険は単年度更新型の団体定期保険を単純化したものである.保険期聞は瞬間的な微少時間であり，

加入者は連続的に加入できる.また，被保険者の死亡時刻 Tは，ポアソン過程N(t)による最初のイベントに

おいて発生するものとし，そのときの保険金者rO(t)とする.ただしポアソン過程N(t)とブラウン運動 B(t)
は互いに独立であると仮定する.

このようにすると，個人の富W(t)は確率微分方程式

dW仰W町附(t叶一イ州C(仰(tい伽叫 T州州川W町附附(tω川tの伽)+川+叩ω叫吋州州州(tω州tの引仰)(μ(aα一Tけ)附州W附附(tωtの))dtトd必伽t+刊叩叫σ側州州ω叫(
t < T， W(例0的)= Wo (1) 

に従う.ここで保険料について補足しておく.一般に保険料は正であるが，本論文では保険料が負値となるこ

とを許容する.保険料が負となる場合は，定期保険の売りポジションすなわち生存保険契約を表す.被保険者

が生存する限りにおいて家計は正のキャッシュフロー (-P(t))を受け取り，死亡時に O(t)を支払う.いま，こ

の契約は連続的に締結されるので，家計はあらかじめ保険会社に年金原資O(t)を預けておき，生存する限りに

おいて年金P(t)を受け取ると捉えても良い.すなわち年金保険料。(t)，加入年金額P(t)の年金保険と解釈で

きる.

次に生命保険契約のリスクプレミアムについて示す.保険加入者が現在時刻 tにおいて生存していることを

条件として次の微小期聞において死亡する率，すなわち保険加入者のハザード率(死力)を入(t)と表すことに

する.このとき，保険加入者の生存関数G(t)は

rT 

G(t)=P{T>t}=exp~-1 入(u)du}

により表される.ここで，生命保険の瞬間的なリスクプレミアムを η(t)とすると，保険金額。(t)と保険料

P(t)は次の式

1i:満たす.ただし

( t) 
O(t) =一一
μ(t) 

μ(t) =入(t)+η(t) 

とした.また，累積リスクプレミアム H(t)として

H(t) = lT仰 u
を定義しておく.

2.2 基本モデル(Richard(1975)) 

以上のような設定の下で Richard(1975)は個人の消費と投資および生命保険加入に関する最適制御問題を

次のように定式化した.

G(t)，P(鴻)05510[fmws+胴中)] (2) 
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ここで.Etは時刻tを条件とする期待値を表す.また.U(C(t)，t)は消費に関する効用関数であり.Z(t)は

遺産.B(Z(t)， t)は遺産に関する効用関数を表す.ただし U(C(t)，t)はC(t)に関して凹関数であり，また

B(Z(t)， t)はZ(t)に閲して凹関数であると仮定する.

最適制御問題 (2)の焦点は，現時点から死亡時点 7までの消費額と死亡時点 Tにおける遺産との最適なバラ

ンスを見つけることである.そして，そのバランスは各々の効用の大きさJ;U(C(s)， s)dsとB(Z(r)，r)と
によって計測される.したがって，実務上の最も大きな問題は，消費と遺産に対する効用関数の設定である.

この点については 3.1節において詳しく述べる.

さて，最適制御問題 (2)はMerもon(1969)と同様に解析的に解くことができる.以下に効用関数C，Bを次

の式
h(t) i1IN' n/ '7/~\ ~\ m(t) U(C(t)， t) =一一C(t)" B(Z(t)， t) =一一Z(t)'
γ γ  

に設定した場合の Richard(1975)の結果を示す.

まず，最適制御問題 (2)を予算制約 (1)の下で解くために，最適値関数

r rT 

J(W(t)， t) = _.. _~部品 11 U(C(s)，s)ds+B(Z(r)，r)1 (3) 
C(t)，P(t)，四 (t)，t三T LJt ••••• • J 

を導入する.するとダイナミックプログラミングの原理から J(W(t)，t)は次のハミルトン・ヤコビ・ベルマン

方程式(以下HJB方程式)

0= m拡|入(t)(B(Z(t)，t) -J(W(t)， t)) + U(C(t)， t) 
C(t)，叫 (t)，P(t)L 

/¥θJ 1" ..."___...，， θ2J θJ1 
+1 rW(t) -C(t) -P(t) + Y(t) +ω(α-r)W(t)) 1 一一十 -dω(t)~W(t)辺一τ+ 一|
¥'" \~I ~\~I - ，-， I - ，-， r ~\- '/"  '-'1 } θW ' 2 --¥ -I .. ¥ -I aW2 θt I 

~満たす.ここで，

ゆ(C(t)，ω(t)，P(t); W(t)， t) =入(t)(B(Z(t)，t)ーJ(W(t)，t)) + U(C(t)， t) 

とすると，式 (3)は次の式

べrW-C(t)一内)十町)+ω(α-r附))長
十句仰

max ゆ(C(t)，ω(t)，P(t); W(t)， t) = 0 
C(t)，叫 (t)，P(の

ように書き直すことができる. 次に，上式の 1階の条件を示すと

θJ 
ゆC= Uc(C， t)一一一 =0

となる.2階の条件については，

θ日f

θJ θ2J 
恥 =(α-r)W一一+cr~W~w一一τ=0θW . - -aW2 

PθJ  
ゆp=ーBw(W+ー，t)一一一 =0
μμθW 

ゆCC= UCCく O
。θ2J

6叫凹=σW"ーーす
aw“ 

ゆpp=主Bzz< 0 μa 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

となる.ここで式(7)および式(9)は効用関数の凹性の仮定から満たされる.結局，式(4)，(5)， (6)， (8)を満
たす J(W(t)，t)に関して次の定理が得られる.
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定理 1(Richard (1975))収入のある個人が，消費と投資および生命保険加入に関する動的な最適制御を

行った場合，最適値関数は

刷。，t) =乎(W(t)+ b(ザ
により与えられる.

仰)= {lT k(s)創出((ν+r)(s -t) + H(t) -H(S))] d 
とする.ただし，

とし*2 また

(α-r)2 
k(t) =μ(t)トマ{入(t)m(t)}iーす +h(t)トマ 3 ν=一一一一

28σ2 

b(t) = lT Y山Y汽Y(s)e 
とする.このとき最適制御C半(t)，w*(t)， P*(t)は式

により与えられる.

州。)，t) = (お紛)γ口(付仲W町附(οt川サ
d川叩川(仰阿附W町(

門zおか;??γ)，t川，tの1= (議恕)市(W(t) + b(t)) -W(t) 
(10) 

(11) 

(12) 

項b(t)は，時刻tにおいて個人が生存していることを条件とした時刻tから死亡時刻 Tまでの収入の現在価

値(人的資本)を表している.式 (10)，(11)， (12)から最適な戦略は収入が無い場合に比べて初期資産を b(t)

だけ増やしたケースに相当する.特にリスク資産へのウエートは死亡リスク調整後の将来収入者E考慮して上昇

する.

定理 1から，ただちに次の系を導くことができる.

系 1最適な遺産Z*(t)と最適な消費Cホ(t)との関係について

が成立する.

=W(t)+p*(W(t)， t1 = (些辺町T士ヰゲf
μ( t) ¥h(t)μ(t) } 、 (13) 

遺産と消費の交換は消費効用を決定する関数h(t)と遺産効用を決定する関数m(t)の比に依存することが分

かった.この関係式は実際に関数m(t)を設定する上で重要な役割を果たす.

2.3 世帯モデル

世帯を形成するこ人の個人をそれぞれF，M とし，各々の死亡時刻を確率変数7F，7Mで表す.また.7F，7M

はそれぞれポアソン過程NF(t)，NM(t)に従う最初のイベントの発生時刻とし.NF(t)， NM(t)， B(t)は互いに

独立であると仮定する.ここでYF(t)，YM(t)を両者の収入とし，

bト

事2Richard (1975)における式 (39)には k(t)に関する誤植がある.
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とする.確定的関数 YJ2(t)，Ym2 (t)は夫婦のどちらもが生存している場合の収入を表し，確定的関数

YJ1(t)， Yml(t)は夫婦のどちらかが死亡した場合の収入を表す.一方の死亡により遺族の収入を変化させ

ることができる.また，個人i=F，M による消費を Ci(t).加入している生命保険の保険料を Pi(t)とする.

さらに，死亡に関するハザード率をん(t)とし生命保険料に関する割引率を

向(t)=入i(t)+ TJi(t)， i = F， M 

とする.前節と同様に

，.T ，.T 

Gi(t) = P {η> t} = exp < -Iん(u)du>， Hi(t) = I TJi(u)du 

を定義しておく.すると世帯の資産に関する制約式は

dW(ト (削t)+均 (t)ーの(t)-ω(t)一時(t)-PM(t))dt+ (々T州州W町附(t伽t
+σω(tωt吋)W(tωt吋)dB(tωtの)+ (JF(ωtの)dNF(t例t吋)+ (JM(t例t吋)dNM(t例tの)， t < 7， W(O) = Wo 

となる.ただし. 7は世帯の一員のどちらか一方が死亡した時刻

7=7F八7M= min(TF，TM) 

とする.確率変数Tは平均1/(入F(t)+入M(t))の指数分布に従う.ここで消費に関する効用関数をそれぞれ
UF(CF(t)， t)， UM(CM(t)， t)とし，二人が共に生存する場合の世帯の効用関数を

U(CF(t)， CM(t)， t) = UF(CF(t)， t) + UM(CM(t)， t) 

とする本3 このとき，世帯の投資と消費および生命保険加入に関する最適制御を次の最大化問題

m位 Eo11 U(CF(S)， CM(S)， s)ds 
GF(t).GM(t)，PF(t)，PM(t)，叫(t). LJo 

( r™ 、

+l{TF<TM} ~ I UM(CM(S)，s)ds+B(Z(TM)，7M) ~ 
( rTF 、1

+l{TFさTM}~ I UF(CF(S)， s)ds + B(Z(TF)， TF n I (14) 、JT J 

を解くことで与える.この問題は共同で生活している期間と一人になってから自分が死亡するまでの期間の双

方を含めた計画問題である.夫婦のうち残された一人は，自分の死亡時点における遺産とそれまでの消費をい

かにバランスさせるかという最適制御問題 (2)を行う.そのために必要な夫婦の最適な保険と最適な消費はい

かにあるべきかが，最適制御問題 (14)の焦点である.すなわち遺族の最適制御を考慮した夫婦の最適制御問

題が式 (14)である.最適性の原理から，二人ともが死亡する時刻までの最適政策は，どちらか一方が死亡す

るまでの最適政策を含む.時刻 T以降の最適政策については定理 1を用いることができるので，これを利用

して現時点から時刻 T までの最適政策を導出すれば良い叫.ただし，時刻 Tには，生命保険金が給付される

ことおよび一人になった場合に収入が変化することを考慮しなくてはならない.結局，式 (14)を最適値関数

J(W(t)， t)で置き換えると J(W(t)，t)が満たすべき HJB方程式に関して次の補題を得る.

補題 1収入のある二人の個人が世帝を形成する際の，投資と消費および生命保険加入の最適制御に関する最

適値関数J(W(t)，t)は次の HJB方程式

0= m蹴 1UF(CF(t)， t) + UM(CM(t)， t) 
GF(t)，GM(t)，PF(t)，PM(t)，四(t)I 

4 一般に 2者の効用関数を加えることはできないが，ここでは簡単化のために，相手の効用を自分の効用と感じる世帯を考える.

叫このような2段階のダイナミックプログラミングは小守林 (2001)に見られた.
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(T ("71"' ， PM(t) ¥)  ， ， 1"' (T (UTI"' ， PF(t)¥l  +初(t)~ h ( W(t) + 一一一 tJ-J~+ 入F(t) ~ JM ( W(t) + ~"~=~， t J - J ~ l¥μM(t)' -) -)' "" ¥"/ l¥μF(t)'") -) 

+( -CF(t) -CM(t) 帥)-PM(t)十Yf2(t)+加 (t))長
(¥θJ1|  rW(t) +ω(a -r)W(t) I ~一+一+一σω(t)2W(t)2一一|/ 8W ' 8t . 2 --¥ -I .. ¥ -I 8W2 I 

を満たす.ここでみ(W(t)，t)は遺族となった個人Fあるいは M が行う投資と消費および生命保険加入に関

する最適計画の最適値関数であり，次の式

αi(t) ( ¥7 
み(W(t)，t) =ー干:l..(W(t) + bi(t) J， i = F， M 

で与えられる.ただし

α向叫i(心(t叶t
kん州川iバ巾(t)片=μ向以州i(巾(tωt吋)云凸寺{仏似入んAi(バ(t)川mi(巾ω(収ω附tの川)リ}己丙守 +吋hんi(巾ω(収tの)片己守

とし.また
rT r8 

bi(t) = I Yil(S) exp I-r(s -t) -Iμi(u)dul ds 

とする.ここで hi(t)，mi(t)は，個人tの効用関数を

hi(t) 
'i(Ci(t)， t) =て7Ci(t)7， i=F，M 

mi(t) 
'i(Z(t)， t) =一「Z(t)73t=

のように定義する確定的な関数である.

証明:付録参照

関数bi(t)は個人jヂi死亡後の個人zの死亡リスクを考慮した個人iの期待将来総収入である.次に， HJB 

方程式 (15)を解き，世帯の最適な投資と消費および生命保険加入の最適な計画を示す.まずは，最大化の対

象を関数

ゆベや(←いCの帥州叩F(時刑(tω仇tの札)，ル刷川ω似ωω(tω川t吋)
UF(CF(tωtの)，t) + UM(CM(t)， t) 

{h( 恥 (t) ¥}+ AF {JM ( 川t，t)-J} 'F (W(t) + 一一一 t)-J~+ 入F ~ JM I W(t) +一一ー l一 } μM(tの)γ'") -)' "r l ¥μF(t肋tの)'") -J 

+(いμ仲b恥刷2バ(伽t
T州W町(ωt功伽)+刊ω(aトαト一 Tけ仰判)肝州W町(叫t功)ウ);多;v+ιZ+→iσ ω(t州 t)2長(¥  

と書くこと』こする.すると階の条件は

ゆCF=θUF(CF(t)， t2_~三
θCF 8W 

ooUM(CM(t)， t)θJ  
CM  =δCM 8W  

-40--
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となる.また2階の条件は

θJ "___，， δ2J 
CTw = (α -r)W一一+〆W~Wーーす =0θ同! ' - •• -8W “ 

furl"¥ ， PF(t) ¥ 
ゆPF=一一一一(W(t) +一一 t1-一一 =0
μMθW¥μF(t)' i 

CTPM 並立主 (yrTI-Lい皇位A-2三
μFθW¥一、っ・ μM(t)'i θW  

θ2ゆ θ2UF
一一一守=一一ーす <0
8CF"" θCF"" 

θ2CT 82UM 
一一一τ=一一一τ<0
8CM"" 8CM"" 

θ2ゆ TrT2θ2J
θω2θW2 

θ2ゆ入F 82JM 
一一....."ーでー一一一一 <0
8PF~ μbθW 

θ2ゆ入Mθ2JF
一一一τ ー一一く0
8PM~ μ長 8W2

となる.式(20)と式(21)は効用関数の凹性の仮定から，式(23)と(24)は定理1から満たされる.
最後に式(15)から式(19)および式 (22)を満たす J(W(t)，t)を示す.本論文の主要な結果である.

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

命題 1収入のある二人の個人F，M が世帯を形成する際の，投資と消費および生命保険加入の最適制御に関す

る最適値関数J(W(t)，t)は次の方程式

により与えられる. 乙こでで
、

a*(t) ( ¥7 
J(W(t) ，←~ ~UI ¥ W(t) + b刈

刈州)= {いlT子ρトT~Vhhいk*州川州*吋市明(いωs吋)儲2笥;q毛鴇its:3;[出己凸ヲ(ト(伊判川川川ν叶山川+打刊州Tけ引)(8ト一山 0ト円山一」引州州H町的附刈(いωs吋サ)ウ川)
とする.ただし，

r川州(t)= hF川(t付 十hM(t付 + 入初M(託却)凸へα卸州叫州F(州(t例tの)凸+ 入AF(苦却)凸へα仰州ω州M川凶(tωtの)凸，
σ仰(t…[-一lT {い{い伽刷川M入AF(川F(内刷(いωs吟)+刊叫入初M川M川山(いsη
H 場吋勺(tωt)= l

T 
{ ηF(U) + ηM 仰 u

とし，また

b*(t) = l
T 

{
い町伽似2バ山(い仲u

とする.

証明:付録参照
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関数b*(t)は，一方の死亡によりその後の収入が変化することを考慮にいれた現時点から世帯の消滅時刻ま

での世帯収入の現在価値を表す.命題1から，世宇野の最適制御に関して直ちに次の系を得る.

系 2収入のある二人の個人F，M が世帯を形成する際の，投資と消費および生命保険加入の最適制御は

CF(W(t)， t) = (持γ(W(t) + b*(t)) 
引 W州=(割問(W(t)+ b*(t)) 
川 W(t)，t) =去最(W(t)+ b*(t)) 

でr~= (:̂:IJZJZ)勺W(t)+ b吋t))-bM(t) -W(t) 
可tiro=(主枕診)寸W(t)川市))-bF(t) -W(t) 

のように与えられる.

世帯が収入のある二人で構成される場合に加入すべき生命保険の保険金額を表したのが{P;'/μF(t)}および

{PM/μM(t)}である.例えば {PM/μM(t)}をみると，もし，個人 M が死亡した後の遺族 Fの総収入 bF(t)

がある程度大きければ.Mにかける保険金は少なくてよいことが分かる.また，基本モデルと同様に初期資産

額(貯蓄)W(t)が多ければ保険金額は小さくなる.一方，基本モデルの最適保険金額 (12)と比較すると，世

帯モデルでは遺産に対する効用関数を定義する関数m(t)が個人M死亡後の最適値関数を定義する関数αF(t)

に替わっており，個人M の死亡時における遺産への効用は個人Fの最適値関数として定義されることが確認

できる.

系 2から，ただちに次の関係式を導くことができる.

系 3一方が死亡した場合の遺産と遺族の人的資本との和は，その時点の遺族の消費を用いて

P'M(W(t)， t) ， '- 1，¥ (αF(t)入M(t)¥口
W(t) + -M'"  1'::' -/ + bF(t) = I ~.' ~:~..m ~:~ 1 CF(t) 

μM(t) ¥hF(t)μM(t) ) 
(25) 

Pp(W(t)， t) ，L 1 ，¥ (αM(t)入F(t)¥同
W(t)++bM(t)=l i cb(t) 

μF(t) ¥hM(t)μF(t) ) 

のように表現できる.

系 1では，基本モデルにおける遺産は，消費効用者E決定する関数h(t)と遺産効用を決定する関数m(t)との

比m(t)/h(t)に依存することを示した.系 3では，この比がαF(t)/hF(t)になり，遺族としての消費投資問題

の最適値関数を規定する αF(t)が表れた.系 3は実際に mF(t)，mM(t)を設定する上で重要な役割を果たす.

また，式 (25)から，妻が多く消費する場合，妻の収入が少ない場合，貯蓄が少ない場合に夫はより高額の保険

に入る必要があることが分かる.

3 数値例

3.1 基本モデル

世帯モデルについて示す前に.Richard (1975)による基本モデルの性質を明らかにしておく時.そのため

に.(i)初期資産，(ii)収入，(iii)リスク許容度の違いにより，資産選択および加入保険料と必要な保険金がどの

市5Richard (1975)は生命保険が存在する条件下での分離定理の証明に力点をおいており，数値例が全くない.
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ように変化するかを見る.以下では，死亡率については小守林 (2001)による推定結果を利用し

入(t)= k.eexp(.et)， k = 0.001301，.e = 0.073736 

とする.またリスクプレミアムとして η(t)=古入(t)を仮定する.さらに，消費に対する割引関数について
h(t) = exp( -pt)を仮定する.遺産に対する割引関数m(t)の設定は重要である.加入すべき生命保険金額に
重大な影響を与えるためである.本論文ではこれを次のように定める.

個人の目的は式 (2)で表されているように，消費効用と遺産効用の和を最大化することである.この問題は

解析解を持ち，系 1から最適な消費と最適な遺産の交換関係が h(t)/m(t)に依存することが分かつた.つま

り，与えられた h(t)の下で.遺産額の決定を消費者Eベースとして行えば，経済的な意味づ、けを持った m(t)を

設定できる.本論文では，現在から年齢がTになるまでの間，現在の消費レベルの一部分を維持することを目

標にし，遺産として
rt+T-To 

sC本(t)I e-rsds :=ψ(t)C本(t) 
Jmin(t，t+T一九)

を残すようにする.ただしTo;を現時点における個人の年齢とする.年齢がTに達する時刻t+T-To以降は
遺産を残さない.乙のとき，式 (13)から m(t)を

μ(t) .J.fL¥l 
m(t) = h(t)一一ψ(t)l-" t < T -To 入(t)

のように設定すれば良い.ただし.m(t) = 0， t ::::: T一九である.以下では，共通するパラメーター設定とし

てα=0.03， r = 0.01，σ= 0.20， T= 60， T = 80，β=0.8を与え，定年Tまでの収入は一定とし，定年以降の

収入をゼロとする.

まずは，初期資産が W(O)= 500(万円)の場合と W(O)= 5000 (万円)の違いにより，リスク資産の保有ウ

エイト ω(%)がどのように変化するかを図 1(a)に描いた.横軸は時点0における年齢である.後に説明す

るように，乙のモデルでは人的資本b(O)は仮想的な無リスク資産として扱われる.このため.W(O)が小さい

と，実際の無リスク資産に対するリスク資産の投資割合は必然的に高くなる.次に支払い保険料および加入保

険金を見てみよう(図 1(d)，(e)).貯蓄が多い場合は加入すべき保険金額は低くなる.収入が途絶えても貯蓄

を取り崩して消費できるからである.ここで，負の支払い保険料は加入年金額を，負の保険金額は支払い年金

保険料を表すことに注意する.また，一時払い保険料を支払い，生存していれば年金と保険料の払い戻しがあ

る生存保険と解釈しても良い.死亡した場合には保険料の全額を失う.図 1(d)，(e)を見ると，初期に貯蓄があ

る場合，定年を前に保険加入から年金加入に切り替わる.これは保険加入の目的を消費ベースで捉えた収入の

ヘッジとしたからである.保険加入の必要がなくなると，目的は死亡時刻までの最大限の消費となる.例えば，

80歳以降は，遺産を残す必要が無いので資産全額を一時払い年金保険に掛けている.また，初期の貯蓄が多い

場合，多額の年金保険料を支払うことが可能なため，大きな年金保険に加入することができる.消費量につい

ては，図 1(c)に示すように貯蓄が多いほど多額となる.また，定年以降に消費量が増えているのは生存保険の

存在が原因である.いつ来るか分からない死亡時刻までになるべく多くの消費を行おうとするからである.

次に収入の違いが最適戦略に与える影響を見ょう.Y(t) = 500とY(t)= 2000の2つのケースを比較する.

図2(a)には収入の遣いがリスク資産への配分割合へ与える影響を描いた.Merton (1971)は確定的な労働収

入は無リスク資産であり，収入があるとリスク資産への配分割合は増加することを指摘している.Richard 

(1975)による保険モデルでも同じ結果を得る.30歳で年収2000万円の場合，将来収入の5億円程度は無リ

スク資産としてみなされ，リスク資産への投資額は現在の貯蓄の 100倍程度のレパレッジそ持つことになる.

図2(d)，(e)には，支払い保険料と加入保険金について示した.収入が多い場合，加入保険金は増える.また，

60歳以降は定年しており収入がゼロとなり戦略は同ーとなる.これは，図 2(c)に示した消費量も同様である.

図2(b)には収入の違いによる人的資本の差を示した.
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最後にリスク回避度の違いによる戦略の差を見てみよう.γ=1/2のケースとよりリスク回避的な γ=-4 

の2つのケースを比較する.図 3(a)を見ると，リスク資産への配分割合はリスク選好の影響を強く受けるこ

とが分かる.さらに保険料と保険金額を見ると(図 3(d)，(e))リスク回避度が商い程，多額の保険に加入す

ることが分かる.結局，リスク回避度が高い場合，リスク資産への配分を減らし高額の保険に入り多額の消費

者E行う.

(a)リスク資産のウエート(四(0)，%) (b)人的資本(b(O)，万円) (c)最適消費量 (0(0)，Jjf'l， ijミ額)
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図1 初期資産の影響(基本モデル)

尖線:W(O)= 500 (万円)，点線:W(O)= 5000 (万円)， Y(t) = 500， T = 60， T = 80， '"1 = 1/2，白=0.3， r = 0.01，σ=  
0.20，p = 0.01. nの支払い保険料 (premium)は加入年金制(年紅i)を表す.またれの加入保険金利ii(coverage)は支払年金保険
料(年続)を表す.

(a)リスク資産のウエート(切(0)，%) (b)人的資本(b(O)，万円) (c)最適消費量 (0(0)，万円，年傾)
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図2 収入の影響(基本モデル)

:k紛:Y(t)= 500 (万円)，点線:Y(t)= 2000 (万円)， W(t) = 500，T = 60，T = 80，'"1 = 1/2，01. = 0ムr= 0.01，σ=  
0.20，p = 0.01.負の支払い保険料 (premium)は加入年金額(年額)を表す.また負の加入保険金額 (coverage)は支払年金保
険料(年額〕を表す.
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(a)リスク資産のウエート(四(0)，%) (b)人的資本 (b(O)，万円) (c)最適消費量 (C(O).万円，年額)
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図3 リスク選好の影響(基本モデル)

実線:')'= 0ム点線:')'= -4 W(t) = 500， Y(t) = 500， T = 60， T = 80， a = 0.03， r = 0.01，σ= 0.20，p = 0.01.負の支払い
保険料 (premium)は加入年金額(年額)を表す.また負の加入保険金額(coverage)は支払年金保険料(年額)を表す.

3.2 世帯モデル

収入のある二人(女性と男性)が世帯を形成する場合の最適な保険加入戦略について数値例と共に考察する.

二人とも定年を60歳(T= 60)とし収入は一定と仮定する.また消費効用者E定義する関数については前節の設
定を踏襲し，

hF(t) = hM(t) = h(t) = e-pt (26) 

とする.死亡率についても前節と同様とし，女t性の死亡率については男'性と同じ数値を用いる.その他の共通

するパラメータについても前節と同様に α=0.03， r = 0.01，σ=  0.20， p = 0.01，γ=  0.5， W(t) = 500， T = 60 

とする.また遺産関数の設定は次のように行う.

夫婦の一方が死亡しでも，生活水準が下がらないような保険加入者E考えて遺産関数の設定を行う.式 (26)

および系 2から CM(t)= CF(t)であるので，時刻tにおける夫婦の消費がそれぞれ年齢TF，TMに達するま

で続いた場合の総消費の現在価値の一定割合βを

rt+TF-TFO rt+TM-TMO I ¥ 

βC;'(t) I e-rsds +βCM(t) I 司 e-rsds:=IψF(t) +ψM(t) )CF(t) 
Jmin(t，t+TF-TFO) Jmin(t，t+TM-TMO)¥/  

と書くことができる.ただし.TFO， TMOは妻，夫のそれぞれの現時点における年齢とし，以下の数値例では

'I'F = 'I'M = 80とする.ここで，系 3を用いて，夫が死亡した場合に残る遺産および妻の人的資本の和を，将

来において世帯が消費するであろう額を一致させて αF(t)を決定できる.結局， αM(t)についても同様に考

えて
μM(t) ( ¥1-"(μF(t) ( ¥ 

αF(t) = h(t)一一一lψF(t) +ψM(t) I αM(t) = h(t)一一一I'l/JF(t) +ψM(t) I 
入M(t)¥ / 入F(t)¥ /

(27) 

となる.このようにすると，世帯の各人の死亡により世帯の消費レベルは下がらないような遺産を残すことが

できる.例えば，遺族としての妻に収入があり生計に困らなくとも，夫の死亡後も夫の保険金により生活水準

(消費レベル)を維持できる.また， μM(t)=μF(t)の場合， αM(t)=αF(t)となるので，結果的に相続にお
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ける最適値関数のレベルの違いについて公平性が保たれた.このままでは，遺産関数 mF(t)，mM(t)が特定さ

れていないが，系 2から戦略の決定には，これらは関数αF(t)，αM(t)に含まれた形でしか表れないので，あえ

て特定する必要がない.結局，外生的に関数αF(t)，aM(t)を式 (27)により与えるだけで良い.

まず，収入の差が保険加入戦略に与える影響を見ょう.系 2から分かるように最適な保険金額は，相手が死

亡した時点において自分がどれだけの収入を定年までの聞に得られるかに依存する.人的資本の少ないほうが

相対的に小さな保険金額になることが予想される.年齢を同じくし，女性の年収を 1000万円，男性の収入を

500万円と設定し，加入すべき保険の保険料と保険金を年齢別に描いた(図 4(a)，(b)).収入の多い女性が世帯

主の役目を果たし保険に加入するのが最適である.収入の低い男性は年金に加入し消費を増やすことに貢献す

る.特筆すべきは，本論文の設定では，保険加入は世帯の将来消費者Eヘッジするためのものであり，生活水準

を下げないためであった.それにもかかわらず，相対的に収入の少ない男性は年金加入への需要が高いことが

示された.

次に，女性と男性の年齢の差が保険加入戦略に与える影響を見てみよう.女性が男性よりも 10歳若く，収

入が共通のケースを考える.図 5(a)，(b)に加入すべき保険の保険料と保険金を年齢別に描いた.ここでも，人

的資本の少ない男性は，定年よりはるかに前の年金加入が最適であることが示された.世帯の保険加入問題に

おいては，必ずしも両者が保険に入る必要は無く，むしろ年金に加入して消費を増やす方が効用が高いのであ

る.本論文の主要な結論の一つである.

最後に女性がパート収入を持ち 5歳若いという標準的なケースを図 6示す.男性が大きな保険に入る戦略が

最適であり，このとき女性は若いときから年金に加入するのが最適となる.男性が定年する 60歳以降女性が

定年するまでの5年聞に世帯主としての役割を果たすがやはり年金加入が最適となる.

ここまでに，相対的に人的資本が大きい個人は保険に加入すべきであり，一方で，相対的に人的資本の低い

個人は，たとえ定年前で、あっても年金(生存保険)に加入する方が良い場合があることを示した.また，貯蓄

の大きさに応じて保険から年金へとシフトする時期が早まることを示し，ときには定年よりもはるかに前に年

金に加入するべきであることが分かつた.

(a)支払い保険料(加入年金制) (b)加入保険金制(支払い年金保険料〕 (c)人的資本

premium 
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5 

図4 収入差の影響(世帯モデル)

点線:女性，実線:男性，年齢差なし，女性が高収入 (YF(t)= 1000，YM(t) = 500)，検事由は男性の年紛.負の支払い
保険料 (premium)は加入年金額(年額)を表す.また負の加入保険金額 (coverage)は支払年金保険料(年額)を表す.

臼 =0.3，r = 0.01，σ=  0.20， p = 0.01，γ=  0.5， W(t) = 500， T = 60， TM = TF = 80. 

4 結論

本論文では，収入のあるこ人が世帯を形成する場合の消費とポートフォリオ選択および生命保険加入に関す

る最適な戦略を導出した.その結果，相対的に人的資本の低い(年齢が高いあるいは収入が低い)個人には，

たとえ年齢が若くとも年金保険(生存保険)に需要があることが示された.たとえばパート収入のある主婦が

該当するが，常識と異なり年金受給を早期に始めなければならない.
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(a)支払い保険料(加入年金額) (b)加入保険金額(支払い年金保険料) (c)人的資本
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図5 年齢差の影響(世帯モデル)

点線:女性，実線:男性，女性は男性より 10歳若く，収入ば共通 (YF(t)= YM(t) = 500)，機軸は男性の年齢.負の支払

い保険料 (premium)は加入年金額(年額)を表す.また負の加入保険金額 (coverage)は支払年金保険料(年額)を表す.

0<=0ふr= 0.01，σ= 0.20， P = 0.01，"( = 0.5， W(t) = 500， T = 60， 'I'M = 'I'F = 80. 

(a)支払い保険料 ω日入年金額) (b)加入保険金額(支払い年金保険料) (c)人的資本
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図6 標準ケース(世帯モデル)

点線:女性，実線:男性，女性は 5歳若くパート収入のみ (YF(t)= 100，向日(t)= 1000)，横車由は男性の年齢.負の支払

い保険料 (premium)は加入年金額(年額)を表す.また負の加入保険金額 (coverage)は支払年金保険料(年額)を表す.

0<=0ふr= 0.01，σ= 0.20， P = 0.01，"( = 0.5， W(t) = 500， T = 60， 'I'M = 'I'F = 80. 

本研究にはいくつかの課題がある.まず収入の不確実性を考慮していない点である.消費投資問題におい

て，収入を確率過程とすると解析解が求められないと予想されており，また数値計算も容易ではない.この点

については，昨今，盛んに研究が進められている時.最適な生命保険金額を導出する上では収入の不確実性

を考慮することは望ましい拡張であろう.また本論文では生命保険を摩擦なしに取引可能な資産と同様に扱っ

た. しかし，実際には保険を解約する上では手数料と解約控除という広い意味での取引コストが存在する.取

引コストが存在する消費投資問題に関する研究には一定の蓄積があるものの*7 生命保険契約の取引コストは

経過期聞により異なるので取り扱いがより難しい.取引コストの存在を考慮すると，解約および新契約は抑制

され，保険需要の増加は安全資産の増加で賄われるであろう.今後の課題とする.さらに保険種類の問題が

存在する.個人保険では， 1 0年以上の保険期聞がある定期保険や終身保険が一般的である.このような保険

商品を扱うためには，まず預金の満期について整理しておく必要がある. Brennan and Xia (2002)は，株式

ポートフォリオと長期債・短期債の最適なミックスを導出するモデルを提示しており，その拡張が課題となる.

最後の課題は.解析解導出のため世帯に借り入れ制約を課していない点である.本論文における年金とは完全

な生存保険であり，図 6における点線(女性)の原点を例にするならば，この女性は 10万円弱の生存保険金

者E得るために， 6000万円弱の一時払い保険料を払っているととになる.この保険料は生存している限りにおい

て返還され.死亡時には返還されない.また，パートナーと自分の将来収入を担保としたものであるため，手

元流動性以上となる場合がある.

市6例えば Cuoco(1997)， Koo (1998)， Viceira (2001). 
*7 Shreve and Soner (1994)など.
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本論文では，保険金額を消費とのバランスにおいて決定したが，保険金額が何らかの理由であらかじめ決定

された状況下における投資・消費問題も興味深い.富裕層向けのコンサルテイングあるいは保険そいつ解約す

るかといった現実的な問題に応えられる可能性が高いからである.

付録

証明(補題 1)

定理 1から最適値関数について

J(W(t)， t) = _ハ刊誌、 ，、，、EtI I U(CF(S)， CM(S)， s)ds 
GF(t)，GM(t)，PF(t)，PM(t)，日(t) L Jo 

(TXTI_¥ ， PF(7) ¥ (TXTI_¥ ， PM(7) ¥1 
+l{TF<TM}JM I W(7) +一一一 7)+ l{TF~TM}JF I W(7) +一一一 7) I 人 μF(7)'') ， ~FF~TM J¥μM(7)'') J 

=州側t)撚 )，PM(t)，W(t)Et [1
T 

U(CFωω)， s )ds 

= むω叩叩(μ例叫山tり仏)，

r1 T (nru. PF(7) ¥(nru  . PM(7) _¥1 1 
+ET 11{TFくTM}JMI W(7) +一一 7)+ l{T山 M}JFI W(7) +一一一 7)I I 
l¥μF(7)' ')¥μM(7)'')J  J 

(UTI_¥ ， PF(ヤ例T寸) ¥ 入M (UTI_¥ • PM(什付T吋) ¥ 1 
+一一一一J品M(W川(7)+一一一，71+一一一一JゐF(W附(ヤ付T吋)+一一一 71 I 
F+入M ¥μF(7)'. ) 入F+入M¥μM(7)'') J 

1a::導出できる.ここで7はパラメータ (λF(t)+入M)のポアソン過程に従うことから，補題 11a::得る.

証明(命題 1)

1階の条件 (15)，(15)， (16)， (17)， (18)， (19)を整理し関数ゅに代入すると偏微分方程式

172r(t)仰向+み+{山小仰(t)附)

+切切叫叩叫町伽似州州2バ仰刷(tωtの)+Ym切叫叫h伽叫叫2バ山州仲川(t肋伽川tの伽川)+川+叩μH州刑刷川tの榊蜘)片陶)bM(t)伽M川 M川凶州(tω仰仙tの引仲)沖如州bF

が得られる.ここで解の候補として

α。(t)( ¥7 
f(W(t)， t) = -U~-I ¥ W(t) + bo(t) ) 

1a::考えて，上式へ代入し W に関する恒等式とすると， α。(t)，bo(t)に関する微分方程式が得られる.これらを
解くと αo(t)=ピ(t)，bo(t) = b*(t)が得られる.また，このとき十分条件 (22)が満たされていることが確認で

きる.
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